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Physics, — On the steepness of the transition curve of supraconductors. 
By W. J. DE Haas and J. Voocp. (Comm. N®, 214c from the 
Physical Laboratory, Leiden.) 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


§ 1. Introduction. To the most essential problems of supraconductivity 
belong those, which refer to the transition of the state of normal resistance 
to that of supraconductivity. This transition has been investigated in detail 
by KAMERLINGH ONNES and his collaborators for polycrystalline wires of 
different pure supraconductive metals. They found, that the resistance 
vanishes continuously within a very short range of temperature, the length 
of which depends, however, on the intensity of the measuring current. As in 
the transition phase the resistance is influenced by the current. The above 
range of temperature increases with the current intensity. 

But even for exceedingly weak measuring currents the resistance changes 
still continuously within a very short range of temperature, which may be 
extrapolated to a value different from zero for a zero current intensity. 

These minimal temperature ranges were found for mercury, 0°.02; for 
tin, 0°.03; for indium, 0°.01; for thallium, 0°.02; and for gallium 0°.02 1). 

However W. MEISSNER and J. C. MACLENNAN and their collaborators 
have found supraconductive metals, the resistance of which dissappeared 
within a much longer range of temperature. More recent investigations of 
these metals, however, give the impression, that this exceptional behaviour 
has to be ascribed to the high chemical and physical impurity of the 
material investigated2). We therefore regard the vanishing of the 
resistance within a few hundredths degree as the most characteristic 
phenomenon of the supraconduction in pure metals. 

Hence it seemed not impossible, that the resistance of single crystal 
wires might vanish suddenly. This offers two possible explanations for the 
continuous vanishing of the resistance of polycrystalline wires. 


1) H. KAMERLINGH ONNES. Leiden, Comm. 133a. 
H. KAMERLINGH ONNES and W. Tuyn. Leiden, Comm. 160a. 
W. TuyYN and H. KAMERLINGH ONNES. Leiden, Comm. 167a. 
G. J. SIZOO and H. KAMERLINGH ONNES. Leiden, Comm, 1806. 
W. TuyN and H. KAMERLINGH ONNES. Leiden. Comm. 181. 
W. J. DE HAAS and J. VooGD. Leiden, Comm. 199a. 
2) W. MEISSNER und B. VOIGT. Ann. d. Phys. 7, 761, 1930; ibid. 7, 889, 1930. 
J. C. Mac LENNAN, J. F. ALLEN and O. WILHELM. Transact. Royal Soc. of Canada 
Vol. XXIII, Sec. III, 283, 1929. 
W. J. DE HAAS and P. M. VAN ALPHEN. Proc. Amst. Leiden, Comm. 212e. 
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First, disturbances in the crystal lattice at the boundary faces of the 
crystallites might be the cause, that the resistance of the whole wire can 
vanish only continuously. We might think e.g. of the inner stresses which 
must exist at those places when the sample is cooled down to helium- 
temperatures, at least when the crystal lattice is anisotropic. 

Secondly it might be possible that the cristallites become supraconducting 
one by one, which might cause the more or less continuous vanishing of 
the resistance of the whole wire within a finite range of temperature. The 
temperature at which a crystallite becomes supraconducting might 
depend then on the orientation of the current vector with respect to the 
crystal axes. Guided by these considerations we planned the investigation 
of the supraconductivity of single crystal wires of white tin, which 
possesses a highly anisotropic tetragonal crystal lattice. By this investig- 
ation we hoped to find an answer to the two following questions. 

1st. Can the resistance of single crystal wires vanish discontinuously ? 

2d, Is this phenomenon for single crystal wires of white tin dependent 
on the orientation of the current vector with respect to the tetragonal axis ? 


§ 2. The making of the single crystal wires. The single crystal wires 
were made by the method the principles of which have been given already 
by TAMMANN, OBREIMOW and SCHUBNIKOW, by BRIDGMAN !) and others. 
The liquid metal is contained in a thin walled glass tube and slowly cooled 
down from one end, so that it crystallizes. 

Especially, as we wanted thin wires of about 0.2 mm diameter we had 
to pay serious attention to the filling of glass capillaries. To avoid the wire 
having broken by residual gases we freed the metal, tin KAHLBAUM, from 
gases, and from oxides. 

Then the tin was brought into a long glass tube, which was shut at the 
lower end, while the upper end was connected with the pump. 

The glass capillaries open at the lower ends and shut at their upper end 
were also placed in this tube. The whole was placed in a long cylindrical 
electric resistance furnace. 

When the tin was still cold we pumped high vacuum in the tube and at 
the same time of course in the capillaries and then we melted the metal by 
means of the furnace. The open lower extremities of the glass capillaries 
sank below the surface of the liquid metal. Then we introduced carbonic 
anhydride into the tube and this pressed the liquid tin into the capillaries. 

The bottom of the electric furnace on which the glass tube rested, was 
somewhat less heat-isolated than the side walls. So the temperature was 
about 10° lower at the bottom than at the height of the upper end of the 
capillaries. When directly after the filling of the capillaries the heating 
current of the furnace was reduced, the metal in the capillaries crystallized 


1) G. TAMMANN, Lehrbuch der Metallographie. 1914. 
J. OBREIMOW and L. SCHUBNIKOW, Zs. f. Phys. 25, 31. 1924. 
P. W. BRIDGMAN, Proc. Am. Ac. of Arts and Sc. 60, 305, 1925, 
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from the bottom and most times good single crystal wires were formed. 

It might happen, however, that the conduction of heat by the carbonic 
anhydride gave rise to crystallisation centres at the side walls also. 

In order to avoid this irregularity we nearly always carried out the 
crystallization separately. The filled capillary tubes were closed by fusion. 
again put into the tube and heated above the melting point. Then the tube 
was pumped to a high vacuum and cooled at the lower end. In this way 
we always obtained good single crystal wires. 

During all these manipulations special care had to be taken that the 
mercury vapour from the diffusion pumps should not come into contact 
with the tin. We avoided this by inserting two traps, which were cooled 
with liquid air. 

The advantage of this procedure is, that a great number of single crystal 
wires can be made at one time. 

Its disadvantage evidently is, that nearly always the same orientation 
of the crystal axes with respect to the axis of the wire is attained viz. that 
with the tetragonal axis perpendicular to the axis of the wire. 

The disadvantage we may get rid of by using zigzag capillaries. We had 
to take care of course, that at their bending places these capillaries did 
not touch the outer tube lest at these spots new centres of crystallization 
might be formed by conduction of heat to the outer tube. For this reason 
we placed the capillaries in a separate glass tube, which touched the outer 
tube only with both its open extremities. 

In this way we easily succeeded in making single crystal wires with 
different orientations of the axes. 


§ 3. Determination of the orientation of the axis. To determine the 
orientation of the axis we used a method the principle of which has been 
given by BRIDGMAN already and which has been used by different 
investigators. When a metal is etched by an acid, exceedingly small 
holes are formed at the surface, bounded by the crystallographic planes 
and these were called negative crystals by BRIDGMAN. 

In the case of single crystal wires the negative crystals are orientated 
parallel to each other over the whole surface. When parallel light falls on 
the crystal, it is reflected in one direction over the whole surface by the 
many parallel crystal planes of the same order. 

The light is not reflected according to the macroscopic form of the single 
crystal but in a few directions according to the orientation of the negative 
crystals. 

In order to determine the orientation of the crystal axis of single crystal 
wires we must first measure the orientation of the crystal planes with 
respect to the axis of the wire, which we did with a two circle goniometer. 
We represented our result graphically by plotting on a sphere the axis 
of the wire and the poles of the reflecting planes. 

From the relative positions of the poles we could conclude to which 
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crystal planes they belonged. When this had been determined, the angles 
between the crystal axes and the axis of the wire could be read directly 
on the sphere. 


§ 4. The mounting of the single crystal wires. The single crystal wires 
had to be mounted with special care lest their form might be changed in a 
lasting way. The surrounding glass wall was removed by etching with hydro 
fluoric acid and then the wire was mounted on a small ivory support. 
For the resistance measurements two contacts for the measuring current 
and between these two contacts for the voltage measurement had to be 
made. For this purpose thin tin wires were fused to the single crystal wire 
by means of a hot nichrome wire, while the other extremities of these wires 
were fixed to the support. 

Thus contamination of the single crystal wire by solder is avoided. This 
way of procedure had only the disadvantage that at the soldering places the 
single crystal wire was melted very locally during a moment, so that here 
small differently orientated crystallites might occur. 

Finally the wire was still controlled by means of X-rays. 

W. J. DE HAAs and P. M. VAN ALPHEN worked out a method, by which 
this control could be effectuated quickly and yet sharply 1). 

The wire and a photographic plate parallel to it were shifted through a 
beam of continuons X-rays. So the Laue diagram was repeated and formed 
a system of parallel lines, when the single crystal was good. The least 
irregularity revealed itself by a total distorsion of the lines. 


§ 5. The measurements. The measurements were made with the 
resistances Sn—2—'28, Sn—5—'30, Sn—6—’30, Sn—9—’30 and Sn— 
10—'30. Of all these resistances the crystallographic state was controlled 
before and after the measurements. In this way it was found that 
Sn—5—’30 consisted of different crystallites, that Sn—6—’30 was a 
single crystal wire though a little bit twisted and that all the other samples 
were good single crystal wires. 

For the resistance measurements it was found necesary to use a measur- 
ing current as weak as possible because of the influence of this current 
during the transition to the supraconductive state. 

These resistance measurements are always disturbed by parasitic 
thermo-electric forces in the potential circuit. In measurements with the 
compensation apparatus these thermo-electric forces are eliminated by 
commutation of the currents. In our case this was not sufficient however, 
as during the compensation the variations of these parasitic thermo-electric 
forces were so great with respect to the potential differences to be measu- 
red, that no accucacy could be attained. Therefore we had either to 


1) Leiden Comm. 204. We are much indebted to Mr. P. M. vAN ALPHEN and Mr. 
T. JURRIAANSE for controlling the wires. 
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neutralize the parasitic thermo-forces systematically or to accelerate the 
measuring method. 

For these measurements we chose the latter alternative. 

First we brought the galvanometer into its zero position by means of 
the compensation apparatus, so that the thermo-electric forces were com- 
pensated for the greater part. 


TABLE 1. Sn-12-'28. 
R47 = 0.000033 Q g=90° 


1 
R/R 

Phelium | se 

T.°R 
mm. Hg 
20 mA 10mA 

3.744 477.4 1.00 
3.703 457.2 1.00 1.00 

457.0 1.00 

456.1 0.96 0.94 
3.701 455.7 0.72 0 

455.3 0.45 
3.698 454.8 0 

1 3:88 3.71 373 375 ; 377°K 


© Sn-1922-M 


© Sn-s-~a0 
A Sn-\0-30 


450 = hie G60 470 480 490 
——— P nevi 


Figg 1: 
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TABLE 2. Sn-5-'30. 


TOK Phelium R/R42 
mm. Hg 40 mA 20 mA 
3.743 476.8 1.00 
3.709 459.7 0.98 0.94 
459.0 0.97 0.88 
458.7 0.94 0.84 
458.5 0.93 0.78 
457.8 0.86 0.60 
457.3. 0.82 0.51 
3.703 457.2 0.79 0.42 
456.9 0.68 0.34 
456.7 0.26 
456.6 0.61 0.23 
456.0 0.51 0.09 
455.5 0.34 0.02 
3.700 455.2 0.15 0 
454.4 0.03 
453.9 0 
a 


369 371 373° k 
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Then we commutated the measuring current, so that in the voltage 
circuit only the potential difference to be measured changed its sign, and 
read the deviation of the galvanometer. 

As the resistance we wanted to know was exceedingly small the gal- 
vanometer worked as a voltmeter and as soon as its voltsensibility had 
been determined the deviation gave accurately the potential difference 
between the extremities of the wire. In this way a measurement took about 
15 seconds only, an advantage both in time and in accuracy. 

Finally we still possibly wished to exclude magnetic disturbances and 
we compensated the terrestrial magnetism by means of a Helmholtz coil. 
This coil consists of two sets of equally large circular windings, mounted 
coaxially at a distance equal to the radius of the windings and traversed 
by the current in the same sense. This coil was placed round the cryostat 
and in this way we easily could compensate the terristrial magnetic field 


TABLE 3. Sn-6-'30. 
Ryz = 0.000043 Q = p= 85° 


TOK, Phelium RR 
mela 40 mA 20 mA 

3.743 476.8 1.00 

3.709 459.7 0.96 0.94 
459.0 0.95 0.94 
458.7 0.95 0.93 
458.5 0.95 0.94 
457.8 0.95 0.93 
457.3 0.95 0.92 

3.703 457.2 0.95 0.92 
456.9 0.95 0.93 
456.7 0.94 0.92 
456.6 0.95 0.90 
456.0 0.93 0.92 
455.5 0.93 0.88 

3.700 455.2 0.90 0.51 
454.4 0.79 0 
453.9 0.45 

3.695 452.6 0 
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within 1 % as was found by ballistic field measurements. The results of the 
measurements are given in the tables 1, 2, 3, 4 and 5 and partly in the 
figures 1 and 2. 

In the tables 1, 3, 4 and 5 the angle w between the tetragonal axis and 
the axis of the wire is also to be found. 


TABLE 4. Sn-9-’30. 
Ry = 0.000028 Q = y= 45° 


T°K Pheliam RIRsa 
pa 13 40 mA 20 mA 10 mA 
3.772 491.1 1.00 
4.725 468.2 1.01 1.00 1.00 
3.708 458.6 0.99 1.00 1.00 
456.4 0.98 0.95 0.88 
455.9 0.96 0.88 0.58 
455.6 0.93 0.54 0 
455.1 0.83 0.08 
3.699 454.9 0.60 0.08 
454.0 


TABLE 5. Sn-9-'30. 
Ry2 = 0.000031 2 = m=70° 


R/R42 


Phetium 


ad 20 mA | 10 mA 


49151 | 1.00 
468.2 1.01 


458.6 1.00 
456.4 0.99 
45559) 0.99 
455.6 0.97 
4555) 59 
454.9 9 
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§ 6. Influence of the crystalline state on the temperature range within 
which the resistance vanishes. 

As to this influence we may begin by mentioning the following points. 

1st. Of the good single crystal wires Sn—12—’28, Sn—9—'30 and 
Sn—10—’30, of which the angle between the tetragonal axis and the axis 
of the wire varied from 45° to 90°, the resistance was still normal at 
457 mm helium vapour pressure, while at 455 mm and for a measuring 
current of 10 mA the resistance had already vanished totally. 

224, Of the somewhat twisted single crystal wire Sn—6—'30 the 
resistance was a little influenced by the current at 460 mm helium vapour 
pressure already. 

3rd, The resistance of the poly-crystalline sample Sn—5—'30 was 
strongly influenced by the current at 460 mm helium vapour pressure, but, 
vanished totally at about 455 mm only. 

The range of temperature within which the resistance vanishes is 
evidently the shorter, the better the crystalline state is. The shortest 
temperature ranges occur for good single crystal wires. 

Especially fig. 1 shows this very well. This figure gives the thermal 
transition curve of the polycrystalline wire Sn—1922—M from measure- 
ments of W.TuyYN and H. KAMERLINGH ONNES 1) and of the polycrystalline 
wire Sn—5—’30 and of the good single crystal wire Sn—10—'30. For the 
two last resistances we used a measuring current of 20 mA. 

How can the crystalline state have so much influence on the thermal 
transition curve? In §1 we remarked already, that the cooling of a 
polycrystalline wire of a metal with an anisotropic crystal lattice might 
give rise to considerable stresses at the boundaries of the crystallites. 

From investigations by G. J. S1Iz0o and H. KAMERLINGH ONNES we 
have learned, that the whole thermal transition curve of a polycrystalline 
tin wire is shifted towards higher temperatures over about 5 mm helium 
vapour pressure under the influence of a stress nearly equal to the 
breaking stress 2). 

That is why at places where stresses exist in the metal the supra- 
conduction sets in at a somewhat higher temperature. But this difference 
can never be so great as to explain quantitatively the influence of the 
crystallisation state on the thermal transition line, which is namely shifted 
over more than 20 mm helium vapour pressure (fig. 1). 

Therefore there must be still other factors. 

So we don’t think it impossible, that the less crystalline state and 
impurities concentrated at the boundaries of the crystallites are the cause 
that the phenomena of supraconductivity may set in there at somewhat 
higher temperatures already. 

More detailed experiments are required for the definitive solution of 
this problem. 


1) Comm. Leiden N®. 181. 
2) Comm. Leiden N°, 180a. 
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§ 7. Influence of the current on the resistance in the transition phase. 
From the measurements it is evident, that all resistances, also those of 
the good single crystal wires are influenced by the current in the transition 
phase. The lower limit of the temperature range in which the resistance 
vanishes is shifted towards the lower temperatures by an increase of the 
measuring current. The upper limit however remains unchanged. 

This is best to be seen from fig. 2, where the thermal transition curves 
for Sn—9—’30 have been given for measuring currents of 10, 20 
and 40 mA. 

We will now investigate, whether the influence of the measuring current 
in the transition phase may be ascribed to the magnetic field of this 
current 1), 

This research may be regarded as an extension of the work of W. Tuyn 
and H. KAMERLINGH ONNES on the hypothesis of SILSBEE, who ascribes 
the disturbance of the supraconductivity by an increase of the current to 
the action of the magnetic field of the current. 

Our extension of this hypothesis can only be regarded as proved to be 
valid, if it can interprete quantitatively the shape of the thermal 
transition curve. 

Such an interpretation would be of the highest interest as it would give 
us insight in the transition states between normal resistance and supra- 
conductivity, which we have had occasion to observe here in their simplest 
form in the thermal transition curve for single crystal wires. 

Though the interpretation cannot be extended as far as that, there is 
one problem, which can be solved quantitatively viz. the connection 
between the intensity of the measuring current and the temperature at 
which the resistance vanishes totally. 

When we ascribe namely the influence of the current to the magnetic 
field of the measuring current, it is evident that the wire will only then 
become supraconducting when the magnetic threshold value has become 
higher than the maximum magnetic field of the measuring current viz. 
the magnetic field at the outside of the wire. 

We must therefore find out whether an increase of the measuring current 
lowers the temperature at which the wire just becomes supraconducting, so 
much, that the increase of the magnetic threshold value is equal to the 
increase of the maximum magnetic field of the measuring current. 

We have investigated this for the wires Sn—12—'28, Sn—5—’30, 
Sn—6—30 and Sn—9—'30 for which we have enough data on the 
influence of the current. In the calculations we took 130 gauss as the 
increase of the magnetic threshold value per degree decrease of temperature. 
The observed temperature shifts were found graphically. The temperatures 
given in the tables, at which the wires are supraconducting, are by the 
nature of things lower than the temperatures at which the resistances have 


1) Comm. Leiden N°. 174a. 
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just vanished, so that the latter can be better determined from the shape 


of the curve. 
The results are to be found in the following table VI 


TABLE VI. 


Resistance | Diameter Xt — A pealc. — A pmeas. | 


Sn—12—'28 0.19 m.m. 10 mA. 0.8 mm. Hg. | 0.8 mm. Hg. 


Sn— 5—'30 Or28aaa. ZONES WED I Ld sates Caesar 
; Sn— 6—'30 0528" 9p 200 WES sky. ee Ts ners 


|: 9—'30 OFS 2am PAO 8 Sa es ere On Sime | 


Only in the case of Sn—6—’30 the deviation of the measured difference 
in helium vapour from the calculated one is somewhat greater than 
might be allowed for by the accuracy of the measurements. Probably this 
is due to the fact that we have measured too few points of the thermal 
transition curve for this wire. 

The agreement is however more than sufficient to make it plausible that 
the shift of the thermal transition curve by an increase of the measuring 
current and therefore also the influence of the current in the transition 
phase are really due to the existence of the magnetic field of the measuring 
current. 


§ 8. Can supraconductivity occur discontinuously ? We have now seen 
how the supraconductivity is influenced both by irregularities in the 
material, which are connected with the crystalline state and by the magnetic 
field of the measuring current. 

It is of fundamental importance to know how the supraconduction would 
set in, when these disturbing factors did not exist ie. how the resistance 
of good single crystal wires vanishes for infinitely weak measuring currents. 

Let us consider the limits of the temperature range within which the 
resistance vanishes. The upper limit is independent of the measuring 
current, but the lower limit is raised by a decrease of the measuring current. 
With the aid of the consideration of the preceding paragraph we can find 
the value of this lower limit for infinitely weak measuring current by 
extrapolation. 

The lower limit found in this way and the upper limit measured give 
us the length of the range of temperature within which the resistance of 
the examined good single crystal wires vanishes for infinitely weak 
measuring currents. 

This exceedingly short temperature range was about 0°.002 for 
Sn—9—’30 and certainly less than 0°.0005 for Sn—12—'28 and 
Sn—10—'30, 
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If we take into consideration that these minimal temperature ranges are 
surely increased by little irregularities in the material which are never 
entirely be avoidable (e.g. at the soldering places), these results justify 
the conclusion, that the occurrence of supraconduction is a discontinuous 
phenomenon which has always shown a continuous aspect because of 
irregularities in the metal and of magnetic disturbances. 


§ 9. Is the setting in of the supraconduction influenced by the 
orientation of the current vector with respect to the crystal axis? For 
the examined single crystal wires the angle between the tetragonal axis 
and the axis of the wire varied from 45° for Sn—9—'30 to 90° for 
Sn—12—'28. 

Notwithstanding these widely different axial orientations the supra- 
conduction always sets in at the same temperature. 

This fact can be interpreted in two ways. 

1st. When the wire becomes supraconducting the electric current 
remains parallel to the axis of the wire. Then the setting in of the supra- 
conduction is really independent of the orientation of the current vector 
with respect to the crystal lattice. 

2™4, It is possible that at the transition point the electric current can 
pass through the crystal lattice without resistances along a zigzag-path 
making small angles with an important crystallographic axis. 

Shortly below the transition point the current will then be able to pass 
without resistance in a zigzag through a single crystal wire with an 
arbitrary orientation of the crystal axes. 

It might then even be possible, that in some directions the crystal lattice 
did not at all become supraconducting. 

It is interesting to remark that the considerations made in the preceding 
§ § in connexion with the influence of the current as due to the magnetic 
field remain valid also when this last assumption corresponds to the reality. 

Which interpretation is the true one cannot be deduced from our 
measurements. 

The question, whether the orientation of the current with respect to the 
crystal axes is of influence on the setting in of the supraconduction remains 
open and will have to be answered by further experiments. 


Finally we express our sincere thanks to Mr. J. DE Boer, for his valuable 
help in the measurements. 


Physics. — Measurements of the velocity of sound in helium gas at 
temperatures obtained with liquid helium. I. By W. H. KEESOM and 
A. VAN ITTERBEEK. (Communication N°. 2136 from the Physical 
Laboratory at Leiden). 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


§ 1. Introduction. In Comm. N°. 209a1) we reported on the measu- 
rement of the velocity of sound in helium gas at the boiling point of oxygen. 
In Comm. N°. 209c2) we gave the results of such measurements at 
temperatures of liquid hydrogen. 

We now have continued these measurements at temperatures obtainable 
with liquid helium. In this communication we publish the first series of 
measurements at 4.245° K. and 3.873° K. for pressures varying from 65 cm 
to 5 cm mercury. 

For these measurements it was necessary to modify our former methods 
and to make the method suitable for pressures in the resonator consider- 
ably less than one atmosphere. 

We have tested this method by measuring the velocity of sound in dry, 
carbon dioxide-free air at 0° C. and 1 atm. (§ 3). 

The measurements have already been and will be further continued at 
temperatures lower than the two mentioned above. 


§ 2. Method and apparatus. As in the previous measurements we 
chose THIESEN’s 3) method of a closed cylindrical resonator with constant 
length and variable frequency. 

The length and the diameter of the resonator (Fig. 1, Comm. N°. 209c) 
are respectively 301.4 mm and 25.4 mm at 0° C. The top of the resonator 
reached to 330 mm below the cryostat cap. The cryostat was filled with 
liquid helium to 15 cm above the top of the resonator tube. 

The cryostat cap is represented in Fig. 1. In the former methods the 
resonance maxima were observed through a thin membrane of German 
silver. The presence of this thin membrane, which decreases the intensity 
of the sound at pressure from one side, prevented us from performing 
measurements at pressures less than 60 cm. In the new method the thin 
membrane is replaced by a carbon microphone M soldered in a copper box 
D, filled with cotton. The sound reached the carbon microphone through 
the tube Bz. To prevent the conduction of sound vibrations by the metal 
connections directly from the source T to the microphone, the tube B; was 
connected with the tube By by means of a small piece of vacuum rubber 
tubing G. 


1) These Proceedings, 33, 440, 1930. 
2) Wis- en Natuurkundig Tijdschrift, 5, 69, 1930. 
3) M. THIESEN. Ann, d. Phys. (4), 25, 506, 1908. 
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The current of the microphone was amplified by means of a two-tube- 
amplifier, which was placed in a box A of zinc. The supply-wires from the 


yy 


AMPLIFIER. 


microphone are conducted to the amplifier through the tube By. One end 
of the tube B, was soldered to the box A, the other end was soldered by 
means of an enlargement to the box D, of the microphone. The box A 
was connected with the earth. All these arrangements were made to 
eliminate induction of the supply-wires T, of the telephone T on the 
microphone. T3 represents the supply-wires of the output of the amplifier. 
‘In this circuit a telephone and a thermorectifier were connected in series. 
The resonance maxima were observed by means of the telephone and 
adjusted with great accuracy by observing the maximal deviation of a 
ZERNICKE galvanometer when the frequency was changed. This galvano- 
meter was connected with the two other poles of the thermorectifier. The 
small tube B; with a double conical enlargement, in which a thin membrane 
M, of German silver is soldered, is provided with a stethoscope St. At the 
beginning of the experiment the resonance maxima of the gas under a 
pressure a little less than the atmospheric pressure, were always first 
observed by means of the stethoscope. After this the maxima were found 
again by means of the telephone. By diminishing the pressure the maxima 
were followed with the telephone. 

The maxima were steadily followed while the temperature was slowly 
reduced. After this the maxima were adjusted with great accuracy by 
means of the galvanometer. ! 

The velocity of sound at liquid helium temperatures is very sensitive to 
temperature variations. After the cryostat was newly filled with liquid 
helium we could observe by following the maxima that the cryostat cap 
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became warmer. We waited for the measurements till the velocity of sound 
became constant. . 

As a tonegenerator we used the classical oscillating arrangement with 
one oscillating circuit using the Philips E 442 tube. The output energy 
of this oscillator was amplified by a two-tube-amplifier. 

As variable condenser for the oscillating circuit we used a decade con- 
denser, of the Cambridge Instrument Co. with three dials, each having ten 
sections of 0.1 wF, 0.01 wF and 0.001 uF. By using this instrument it was 
possible to adjust the maxima with great accuracy by means of the galvano- 
meter. 

The inductance used with this condenser made it possible to obtain an 
audition range from 400 tot 3000 vibr/sec. 

For each maximum the frequency was determined by means of the 
method described in Comm. N°, 209a. 

This new arrangement enables us to determine the velocity of sound in 
helium gas even for a pressure of 5 cm mercury and this with a relative 
average accuracy of 0.05 % calculated from the observations. The absolute 
accuracy we estimate to be 0.1 %. 
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§ 3. Velocity of sound in carbon dioxide-free dry air at 0° C. and 1 atm. 

For the purpose of controlling our method we determined the velocity 
of sound in carbon dioxide-free dry air at 0° C. The apparatus was 
evacuated to 10—4 mm mercury pressure and then filled with dry and 
carbon dioxide-free air. The resonator tube was placed in a basin 
filled with ice. Table I gives the results of this measurements. Lp is 
the length of the resonator, f the observed frequency, n the number of the 
half wave-lengths in the tube. 


TABLE I. 
Lp= 301.4 mm at OG 


w | Ww 


average in free air 


nee 


average m/sec. m/sec. 


1098 330.9 i B32-1 
average error = 


0.2% 


The accuracy of this measurement with air is not so good as mentioned 
above, because in consequence of its small density it was very difficult to 
observe the resonance maxima. 

The correction /\W due to the wall and to the end-openings was cal- 
culated by the same formula as in Comm. N®. 209a. We see that the 
agreement of our value with the value 331.6 m/sec., of GRUNEISEN and 
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MERKEL ') for free air, is very satisfactory in view of the above-mentioned 
facts. 


§ 4. Measurements at liquid helium temperatures. At these measur- 
ements the maxima were very sharp, which may be due to the great 
density of the gas. 

Tables II, III and IV give the results of these measurements. T represents 
the temperature of the helium bath calculated from the vapour pressure 
curve of Comm. N®. 2026, c2). AW represents the correction due to the 
wall and to the end-openings, calculated with the above mentioned formula. 
Therefor preliminary values of c,/c,, and c, were calculated. 

We always measured with the number of half wave-lengths in the 
resonator varying from 4 to 7. The frequency for which the tube resonates 
was found to be independent of this number. This is in agreement with the 
fact that the correction /\W is small. W average was calculated every 
time from four observations. 


TABLE II. January 21, 1931. 
Lp = 300.5 mm. at liquid helium temperatures 3) 


Ww W™/sec.)? corrected 
es Meas average Aw . 103 . a ae to 
as = sec laf 4.245° K 
5 ia UE 0.9121 103.94 +0.3 10801 . 104 
45245 0.3981 114.8, +0.5 13210. 104 
4.245 0.2648 117.19 +0.7 13731.104 
2 Pde 0.1966 118.3, +0.8 14019. 104 
94s 6) 0.1373 119.59 +1.0 14308. 104 
aaLas 0.07359 120.17 +1 .3 14478. 104 


TABLE Ill. January 21, 1931. 


Ww W /sec.)? corrected 
ae egepeg average Aw . 103 . fs “eae to 
i m/sec. yd Sieteyes 
3.870 0.6515 102.14 | 40.3 10446 
3.872 0.3707 109.0 +0.5 11900 
3.873 0.2635 111.42 +0.7 12431 


3.873 0.2052 112.9 +0.8 12766 
3.875 0.06687 115.1, +1.3 13280 
1) E. GRUNEISEN and E. MERKEL. Ann. d. Phys. 66, 344, 1921. 
2) W. H. KEESOM, SOPHUS WEBER, G. N@RGAARD and G. SCHMIDT. These Procee- 
dings 32, 864, 1929. 
3) For the calculation of Lr see Comm. Leiden N29. 209c. 


14 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIV, 1931. 
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TABLE IV. Februari 4, 1931 
WwW A (W ™/sec,)? 


average ; corrected and 
m/sec, reduced to 


Pressure 
at 


0.6282 110.67 : 4.245° 
12252. 104 

105.1; ; 3,873° 
11076. 104 


113.89 : 33073 
12990. 104 


We have drawn graphically W? as function of p for the temperatures 
4°245° Koand 3.8/3 KetPig.ga: 

As a control we measured again fourteen days later. The points plotted 
on Fig. 2 show that the measurements are quite reproducible. 


460x10° : 


© January 211931 
A February 4,1931 


400 
O—+p a2 04 06 08 10 at 


Fig. 2. 


§ 5. Extrapolation to the pressure p = 0. We have extended the 
measurements communicated in Tables II, III and IV to pressures as low 
as possible. This was done with the purpose to make it possible to extra- 
polate with great accuracy to a pressure p==0. 
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We therefor put for each observed temperature 


WeeeN tle Pee Dp )at. «se aw Uh) 
and calculated the coefficients N, P and Q with the method of least squares. 
Table V gives the results. 


TABLE V 


N Wo 
( m/sec, 2 1/sec, 


299 6) 14728 —0.2290 —0.0683 12104 
3.873 13540 —0.2804 —0.1079 116.4 


The mean relative error of W? calculated from the deviations between 
the observed values and those calculated from the quadratic formula (1), 
is 0,2 .10—3, 

From the values N = W? we calculated Wo, the velocity of sound for 
a pressure p= 0. The results of these calculations are also mentioned in 


Table V. 
Making use of 


RuT (c 
N=-——|(— re V3 
M é Ie (2) 


we are able to calculate en . Also these results we give in Table V. 
p=0 


We observe that the values for S found in this way are a little 
exg 
greater than 1,667. We, however, do not regard this as a deviation from 
the classical laws of an ideal gas. Indeed such a deviation would be 
eliminated automatically by extrapolation to p==01). Moreover, con- 
siderations based on degeneration of the gaseous condition should rather 
point to deviations in the other direction. 

It is rather plausible to admit that the temperature of the resonator is a 
little higher than the value derived from the pressure of the helium bath. In 
fact we can consider the measurement of the velocity of sound (with an 
accurate extrapolation to a pressure p==0, as was done here) as an 
independent method for determining the temperature. 

We shall consider conclusions to be drawn from the values of P in a 
following communication. 

We thankfully acknowledge that this research was furthered by a grant 
from the Smithsonian Institution. 


We also thank Mr. J. A. vAN LAMMEREN, phil. nat. cand. for his helpful 
assistance at the measurements and calculations. 
1) Cf. Comm. N°. 209c, 
14* 


Physics. — The specific heat of solid substances at the temperatures 
obtainable with the aid of liquid helium. II]. Measurements of the 
atomic heats of lead and bismuth. A correction. By W. H. KEESOM 
and J. N. VAN DEN ENDE. (Communication N°. 213c from the 
Physical Laboratory of the University of Leiden. Abstract). 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


In March 1930 we published results of our measurements of the atomic 
heats of lead and bismuth 1). At a later revision of the calculations we found 
that there was an error in the determination of the heating-current, an error 
that we could correct accurately. In consequence of this the tables I—III 
and the Figs. 5—7 of that paper undergo some rather slight changes, which 
however do not change the character of the whole 2). The atomic heats lay 
a little lower and therefore the 6-values a little higher than those given in 


TABLE Ill 


Atomic heats of lead and bismuth 


Temperature | Lead | Bismuth 


| | Atomic heat Atomic heat 


0.0210 : -0102 
0.0483 : .0265 
0.159 : . 106 
0.366 4 (203 
0.672 
10% 
ead 
1.89 
2.28 
2.62 


1) These Proceedings 33, 243, 1930. Leiden Comm. N°. 203d. 
2) The complete corrections will be given in the Laboratory edition of this paper. 
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the original paper. For convenience we republish here the conclusions in 
corrected form. 

The agreement of the results for lead with the values found at higher 
temperatures is good. They agree with a DEBIJE-curve (6= 87) as a first 
approximation. Yet there seems to be a little variation in the 6-values at 
different temperatures (9==85 at 4° K, 6=—88 at 20°K). 

For bismuth the results to a first approximation agree with a DEBIJE- 
curve (9100), though here also deviations occur. There appears to be a 
minimum for 6==95 at about 9°K; from here the 6-values increase 
continuously till 6107 at 3° K and 6111 at 20°K. 

We again calculated adjusted atomic heats from smoothed values of 
and so we got table III, that gives a survey. 


ERRATA. 


Proceedings Vol. XXXIII, p. 904, line 21 from the top: 
for Fi. treads Vil... 


Proceedings Vol. XXXIV, p. 49, line 31 from the top: 
for BLi5g <j U2,” read “Lh = Be 


Physics. Die Messung des mechanischen Lichtaequivalentes. Von L. S. 
ORNSTEIN, E. F. M. VAN DER HELD und D. VERMEULEN. ( Mitteilung 
aus dem Physikalischen Institut der Rijks Universiteit, Utrecht). 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Die Lichtstarke wird in verschiedenen Einheiten gemessen, mehreren 
technischen und einer rationellen: d.h. in Kerzen oder in visuellen Licht- 
watts. 

Die visuellen Lichtwatts einer Lichtquelle wurden folgendermassen 
berechnet. Mit der in ,,Elektrotechniek” (Hollandisch) und in J.O.S.A. 
beschriebenen Methode!) wurde die quantitative Energie per A und Raum- 
winckel im Sichtbaren gemessen. 

Die durch diese Lichtquelle ausgestrahlten visuellen Lichtwatts bekommt 
man durch Addition dieser mit der zugehérigen Augenempfindlichkeit 2) 
multiplizierten Energien. 

Diese Messungen sind an zwei Bandlampen gemacht worden, wovon die 
Ergebnisse in Tabel I und II gegeben sind. Dr. GEISs von der Philips- 
fabriken war so liebenswiirdig, uns einige auf I. C. P. Lm. geeichten Lampen 
zu tiberlassen. 

Mit einem Lummer-Brodhun-Kontrastfotometer haben wir die Licht- 
starke der bei uns benutzten Lampen mit Hilfe der Normallampen von 
Dr. GEISS gemessen, wobei unsere Lampe bei derselben Farbentemperatur 
(2500° K.) brennte, wie die Normallampen. 

Hieraus berechneten wir das Verhaltnis zwischen den visuellen Licht- 
watts und den I.C.P.Lm., genannt ,,das mechanische Lichtaequivalent”. 


TABELLE I. 
Energie pro Raumwinckel 
A bei Farben- 
Amp. Pec ee Bel Se aren | Vis. Lichtwatts {I.C.P.Lm. 
temp. 
Thermosaule Pyrometer 


12.00 |) 2.52) >< 10-5 Watt|'2.57-3< 10>> Watt,|" 2405, ° Ke! 2.81 e102 


125689 3.77 10am a OSk armen, 2500 ,, 4.10% 10-2 | 24.58 
13500)))| 4-405 DC10 = ee etet eels lm Zot 4.85 < 10-2 
14500 Ti 0245 >See er akc Ones 2680 ,, 7.89 >< 10-2 
15.00 j1l,41 S<aO— > ri l0e7 x 10a eo 20 se eho ae 


1) L. S. ORNSTEIN, D. VERMEULEN, E. F. M. v. D. HELD. J. O. S. A. 20, 573, 1930. 
2) Wir benutzten die international festgelegte Augenempfindlichkeit. 
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TABELLE II. 
Energie pro Raumwinckel 
° 
7 Farben- 
Amp. prey beti0-500in re | Vis, Lichtwatts |I.C.P.Lm. 
emp. 
Thermosaule Pyrometer 


12.00 | 0.875 x 10-4 Watt] 0.89 10-4 Watt | 2473°K | 9.95 10-2 


tee | s02998 510-4 ©, TOS 10a te 2500 ,, 10299 >< 10=2 7) 564,60 
PeOOUs let osc Ot , L465Q10=% 5, 2610 ,, 16.4 >< 10-2 
Fam UOMD eons t = <cl O=tu 02.30 10—2 7, ZIS0 Mi \e2o-D0 DC 10—2 


In Spalte II der beiden Tabellen sind die Ergebnisse zusammengestellt, 
wie sie aus Messungen mit der Thermosaule folgen und in Spalte III die- 
jenige, welche aus der Oberflache des strahlenden Bandes, der Temperatur 
und den Emissions-coefficienten berechnet sind; die Uebereinstimmung ist 
auf 1 bis 2 % genau. 

Fiir die Berechnung des mechanischen Lichtaequivalentes haben wir die 
Messung mit der Thermosaule gebraucht. 

Fiir das mechanische Lichtaequivalent finden wir bei Lampe I 
0.00167 Watts /i ic. Poland bei Lampe II 0.00168 Watts! ¢. Pim 


Mathematics. — Ueber Translations-Invarianten. Von R. WEITZENBOCK. 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Ich stelle im Folgenden die Invariantentypen fiir die Gruppe der 
Translationen in einem G, (=linearer, (n—1)-dimensionaler Raum) auf, 
d.h. derjenigen Translationsinvarianten, die sich aus den Koeffizienten 
a, b,... von Linearformen (a’ x), (b'x),... und aus den Koeffizienten 
a; b;... von Linearformen (aw), (bu'),... bilden lassen. Beziiglich der 
Typen bei den zuletzt genannten Linearformen ergaénze ich damit eine 
in meinem Artikel II] E,1 (Nr. 16) der mathematischen Enzyklopadie 
unvollstandige Angabe betreffs der ,,Schiebungsinvarianten’”’. 
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genen Koordinaten eines G,-; (linearen, (n—2)-dimensionalen Raumes). 
Xn = 0 sei die Gleichung des unendlichfernen G,_;. Hierfiir schreiben wir 
auch (l’ x)=0, wobei I’ die Gréssenreihe 0;0:..:0:1 bedeutet. Dann 
sind &;= S (i= 1,2,...,n—1) die Cartesischen Koordinaten &,, &,..., &:—-1 


n 
eines eigentlichen Punktes x. Ss 
Wir gehen aus von den linearen Transformationen Tx—x und den 
hierzu kontragredienten u’—>u’ der Gestalt: 


xy =x +h uy = (leat; 
My Xe a he, ts Wen{1s fas 
sue Ginlssle igs. Sisk ies ee ee ek ee . (1) 
Xn-1 — Xn-1 Se t —1 Xn ita = (1 a tn ) . pee 
Xe axe. 4 ee i, == (Vt) a ye 
Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu 
xi x; - t; (I x) ; u’; — (1 a (I t) ) a; a l; (tu’) le (1a) 
Diese Transformationen bilden eine n-gliedrige Gruppe ©,, deren Trans- 
formationen sich aus den oo”! Translationen ;= &; + ¢; (i= 1,2,...,n—1) 
und aus den perspektiven Ahnlichkeitstransformationen é = 1&; (i= 1, 
2,...,nm—1) zusammensetzen. Die ,-Invarianten werden auch ,,Schie- 


bungsinvarianten’’ genannt. Die Translationen fiir sich bilden in der G, 
eine invariante Untergruppe &,_; und werden durch f, = 0 oder (It) =0 
karakterisiert. 
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Fiir die infinitesimalen Transformationen der ©, erhalt man aus (1): 


X, (f)= x ot : U, @=—v. of (aa Be Dae mves (2) 


n 

Nimmt man hier i= 1,2,...,n— 1, so erhalt man die infinitesimalen 
Transformationen der Translationsgruppe @,_:. Es gilt fiir die Klammer- 
ausdriicke: 


[XiXJ=O0 (UkFn) ; [KX ]J=—X G=1.2,...,.n—1) . (3) 


Aus (2) folgt, dass bei der Translationsgruppe ©,—-; nur absolute In- 
varianten existieren. ; 

Wir stellen uns die Aufgabe alle Invariantentypen beziiglich der G, 
und der ,_,; zu ermitteln, dass heisst alle ganzen und rationalen Inva- 


rianten von Punkten a, b,c,... und von Raumen a’, b’, c’, .. . aufzustellen. 
§ 2. 

Wir beginnen mit den ©,_;-Invarianten. Jede Reihe a, b,... kann mit 

Hilfe von (n—1)-faltigen Komplexsymbolen auf Reihen a’, b’,... also 


auf Reihen kogredient zu G,—1-Koordinaten wu’ zuriickgefiihrt werden. 
Man hat dann nur Reihen mit Strich; sind darunter mehr als n ver- 
schiedene, so kann man durch Reihenentwicklung die Klammerfaktoren 
(a’ b’...g’) absondern, sodass man die Invariantentypen mit héchstens 
n—1 Reihen a’,b’,... zu suchen hat (besonderer Fall des Theorems 
von PEANO). 

Es gibt nur absolute ©,—,-Invarianten. Daher liefert die zweite der 
Gleichungen (2) fiir eine @,_,-Invariante K: 


ok ak Fo) Gods Pee B 
tb ste ta gr HO GHL2.m—l) . 


RT are 
0a’, n 


Dies sind n—1 Gleichungen mit hdchstens n—1 Ableitungen 
OK 0K 


ba. VOB also folgt 
SEA DK seh OK 
Seer ob aie Oh Oe 


und jedes a), b;,...(i=1,2,...,n—l1l) ist ein Integral von (4). Mithin 
sind fiir Reihen a’ die Typen der Translationsinvarianten gegeben durch 


Pt ere Heh be Bee Ee dy Sule TUE). x a) a ae ae OF 


Jetzt hat man beim Zuriickgehen nach den Reihen ohne Strich a, b,... 
anzunehmen, dass in Produkten von Typen (5) n—1 gleiche Reihen von 
Komplexsymbolen a’ enthalten sind. Wegen 


(a? b= (— 1)" (n—1) (ab’) ¢ a; 82... An—1 = 8x 


liefert der erste ,,Ubergang a’ >a" neben (5) die Typen (a b’) und ay. 
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Kombiniert man jetzt (a’ b), (a’ c),... mit a';,a';,... so liefern die weiteren 
Ubergange a’ a nach der Gleichung 


(a’ b) (ac) .(e-d) arias), ep =O Ceeadik een) 


die Klammerfaktoren (ab...dik...l), wobei i die Grdssenreihe 


Fassen wir jetzt alles zusammen, so ergibt sich: Die Typen der 
Translationsinvarianten K von Linearformen mit Koeffizientenreihen 
a, b,...;a’, b’,... sind gegeben durch: 


(a’b’... .g =F +0110 5.0.ga. 3, (2 = 2 arb h(a ewe | 


mit i==1, 2,04. n—1 6) 
(ab...g), (ab... Fi), (ab...eih),...,(a bik...) =a,b,—a, b, \ 


und (a2123...n—1)=a, = (la). 
$03. 


Durch (6) sind auch die Typen der Invarianten bezgl. der n-gliedrigen 
Gruppe ©, gegeben: (a’ b’...g’) hat bei der infinitesimalen Trans- 
formation U, das Gewicht —J ; a';=(a’ i) und (a’ b) sind absolut-invariant 
und die weiteren Typen haben alle das Gewicht + 1. Beschrankt man 
also die ©,-Invarianten auf Produkte von Faktoren (6), so ist jede 
weitere ,-Invariante eine Summe solcher Produkte, die alle dasselbe 
Gewicht haben miissen. 

Man kann die Gruppe @, in der allgemeinen projektiven Gruppe des 
G, dadurch kennzeichnen, dass man die n—1 Linearformen (u’i)=0 als 
gegeben annimmt und verlangt, dass die n—1 durch sie dargestellten 
uneigentlichen Punkte 1,2,...,n—1 fest bleiben. Dann ist aus (6) der 
Adjunktionssatz abzulesen: 

Man erhalt alle ©,-Invarianten, wenn man den gegebenen n-dren 
Grundformen die n—1 Linearformen (u’i)=u'; adjungiert und von dem 
so erweiterten Grundformensystem projektive Invarianten aufsucht. 

Hierbei tritt insbesondere auch das uneigentliche Gebiet (l/ x) = x, =0 
als projektive Invariante auf, ndmlich als Verbindingsraum der n—1 
Punkte 1,2,...,n—1, denn es ist (123...,n—1,x)=(l' x)=. 


Astronomy. — Mittlere Lichtkurven von langperiodischen Verander- 
lichen1), Il. Die mittlere Lichtkurve von T. Cassiopeiae. Von 
A. A. NIJLAND. 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Instrument: R, ausnahmsweise auch S; die Reduktion S—R betragt 
+ 0™.35. Spektrum M 6 e—M 8 e (Harv. Ann. 79 S. 163). 

Gesamtzahl der hier zu besprechenden Beobachtungen: 616 (von 
2416835 bis 2425807). 

Karte: HAaGeEN, Atlas Stell. var. Series III. 

Die Stufenskala bezieht sich auf die Helligkeit 10™.0: der Stufenwert 
ist 0m.118. Die Sterne g, A und j wurden viermal an die Sichtbarkeitsgrenze 
von S angeschlossen ; fiir h folgt hieraus die Helligkeit 11™.23. Der Stern 
-++ 54°.52 (Harv. Ann. 37 S. 4 mit g bezeichnet) wurde ein paar Mal mit- 
beobachtet. Der Stern a kommt in der P.D. vor: 7™.20 WG, oder 7.12 
im System der HP. 


TABELLE I. Vergleichsterne. 


| BD Sp. |Hagen| St. HA 37 | HA 29| HA 74 H 
Reese Sool} 2 | 47/3 | 2 37.32 | — 6.96 7.03 
b Meee feos), 5 | 39.6 | e 7.95 | 8.02 | 8.05 7.94 
: Besse LE GoW 9..| 34.5 a 8.63 S 8.55 
=! eer ames NI) \iS4i49] g| 8.62 | — 8.51 [8.56] 
d ee sey eee 130.2 | .4- 8.96. | = 9.01 9.06 
5 Re RIM F950 p47, | a 9.40 9.57 
e BS 620d os ih 4844: 22.5 a Ss = 9.97 
f 55.631) — | 20 | 19.3 a od 10.34 | 10.35 
9 i ees: ||-16,3 = a 10.70 | 10.70 
h +s memeesy fF etsree byes ili22) 4, sa 1107» hee thi02 
j a a7 P84 oh 11,735) 11.76 | 11.52 
k a" 2) koe ee a sh 11.67 | 11.81 
I = eter 83.2" \-2q° 12,26 a 12.08 12.27 
m a SY ss 70.0} © 12,38 | 12.19 | 12.40 


1) See Proc. 33 p. 112. 
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Es liegen 227 Schatzungen der Farbe vor, welche aber sehr ungleich iiber 
die Jahre 1905—1929 verteilt sind. Anfangs wurde die Farbe sehr oft, 
spater nur gelegentlich geschatzt. 

Aus der hier folgenden Tabelle II scheint hervorzugehen, dass die Farbe 
rund 2417500 ein Minimum zu 4™.7 gezeigt und sich spater bis zu etwa 
6™.0 vertieft hat. Es ist allerdings nicht ausgeschlossen, dass sich meine 
Auffassung der Farbe im Laufe der Jahre geandert hat. 


TABELLE II. Farbenschatzungen. 


Zeitraum Farbe}| m Zeitraum Farbe| m Zeitraum Farbe| m 


241 ts 241/242 c 242 c 
6835—7041 3.6 Wh 12 8205— 8398 50 mile 0888— 1493 6.07 ets 


7106—7287 Dea elo 8555—8789 eisy yy NS) 1858—2795 5 Tee. 
7303—7491 p daisies KS: 88149243 Byte || LWA 3069—3728 3.9 ao 
7501—7694 gine) |] ns 9502—9688 6.0, | 13 4082—4618 6.1 11 


7705—7894 Sail 16 9933—0037 49555936 6.42 |G 


be2 19 
7904—8192 DS eke 0210—0557 § 


Fig. 1 enthalt die Beobachtungen, alle auf R reduziert. Die Reihe der 
Abweichungen 6 (Beobachtung minus Kurve) zeigt 234 Plus-, 235 Minus- 
zeichen, 147 Nullwerte, 208 Zeichenfolgen, 260 Zeichenwechse!. Das Mittel 
der absoluten Werte der Abweichungen betragt 0™.096. 

Ein Einfluss des Mondscheines auf die Helligkeitsschatzung dieses stark 
gefarbten Sterns ist nicht bemerkbar. Es verteilen sich auf 228 bei Mond- 
schein angestellte Beobachtungen die Abweichungen wie folgt: 85 Plus-, 
76 Minuszeichen, 67 Nullwerte. 

Hier folgt die Tabelle (III) der aus der Kurve abgelesenen Epochen der 
Minima m und der Maxima M. 

Die Maxima werden durch die einfachen Elemente 24209844 + 4494 F 
ziemlich befriedigend dargestellt, obgleich die durchschnittliche Abweichung 
gross ist (+ 124) und die Spalte der B—F zu viel Zeichenfolgen aufweist. 
‘Fiir die Minima aber muss ein Sinusglied zu Hilfe genommen werden. Die 
Elemente werden hier: 


24207404 + 4494 F + 304 sin 18° (E+ 5). 


Nach Abschluss der Reduktion wurden noch zwei weitere Minima, 
5650 (T—12m.1) und 6090 (T—11™.8) und das Maximum 5914 
(T—7"™.4) erhalten. Letzteres liefert keine neue Gesichtspunkte; die 
beiden Minima aber lassen es wiinschenswert erscheinen, die Amplitude des 
Sinusgliedes etwas zu vergréssern. Die definitiven Elemente sind dann: 

Minima: 24207394 + 4494 E + 354sin 18° (E-+5). 

Maxima: 24209844 + 4494 EF. 


A. A. NIJLAND: MittLere LICHTKURVEN VON LANGPERIODISCHEN VER \NDERLICHEN. 
I]. DIE MITTLERE LICHTKURVE VON T CASSIOPEIAE. 
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TABELLE III. 


Minima m Maxima M 
E | B | v | R BLRo| BF B | v | F 
241 m 
aay Cee es * = a 6936 | 7.6 | 6943 
241 m 
eeeneviot =} 11:3 | 7149 | —45 | ‘—20 ||’ 7387: | 8.0 | 7392 
ee so0m lise i. 7598.) 08 |, 41 |] 7833) 7.6 | 7841 
Mera ueesO2s ides 1) 8047 =| 19: | -—-9» |) 8273. | 7.8 | 8290 
meer s462 917 11.9. | 6496 | —14°") —13° |. 8710 | 8.3 | 8739 
—4] 8966 | 11.9 | 8945 | +21 | +13 |] 9204 | 8.0 | 9188 
eae S410) 137.0 | 9394) 017 o || 9655 | 8.1 | 9637 
me 98701) 41-5 |} 9843 || -427~) +4 “oe | 7.8 | 0086 
— 1] 0317 | 11.7 | 0292 BE35) 12. ||, 0548 | «7 0535 
idereirit.6 | 0741} +26 |} — 3 || 0972 | 7.6 | 0984 
pewanei229011 11.5 1) 1190) | +33 | +6 || 1402 | 7.7 | 1433 
peo eeGGo wiLi0.5 | 1639 | +21 | 2 || 1880 | 7.7 | 1882 
Peeve 7105. Pit. 3. |/2088. | E21 | 4+ 4 || 2345 | 7.5 | 2331 
cae eso7 etl 7, | 62537 | 210 | —18 || (2775 | 7.7 | 2780 
ceesnme sug7 be ity7. | 2986. | = 4 | — 3 ||. 3245.1 7.3 | 3229 
pereumistsa 910 1107 | 3435.) = 2°) +8 || 3682 | 7.5 | 3678 
Peeruen74e ei iegs. | 2684) ih | + 8 |] 4128 | 7.3 | 4127 
mee 14303040117 |) 4333. |. —30 | — 5 || 4572. | 7/2 | 4576 
acupe ASO) 1012.2.) 4782 + 23 | +-.6 |] 5023 | 7.6 | 5025 
eigue stih 012.2 | 5231 | =20-| E11 || 5473 | 7.4] 5474 
11.63 +28 7.67 


Der PrAGERsche Katalog fiir 1931 gibt den Periodenwert 4494.1. 


Die extremen Werte des Lichtwechsels sind : 
Minimum: v—11™.63 +0™.40, (aR 
Maximum: v= 7™.67 +0™.,28, aka 


Wie man sieht (Fig. 1) hat T Cassiopeiae in den Jahren 1905—1929 fast 
ohne Ausnahme einen mehr oder weniger scharf ausgepragten Buckel im 
Aufstieg gezeigt. Da im absteigendem Aste keine Spur desselben zu finden 
ist, so kann die Erscheinung nicht etwa durch einen Fehler in der Stufen- 
skala vorgetauscht werden, doch wird als reell zu betrachten sein. Natiirlich 
erschwert diese Stérung die Bildung einer mittleren Kurve in betrachtlichem 
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Masse. Ich ging dabei wie folgt vor: zuerst wurde wie bei W Herculis 
(Proc. 33, S. 117) der mittlere Verlauf der Kurve in der Nahe des 
Maximums bezw. Minimums festgestellt, durch Ablesung der Helligkeiten 
fiir je 104 in der Umgebung der beobachteten extremen Werte der Licht- 
kurve. Dann wurde dieser Prozess fiir die nach Augenmass eingetragenen 
Wendepunkte wiederholt (s. die Tabelle IV) ; fiir die mittels der Periode 


TABELLE IV. 
Wendepunkte Ungestérte Maxima 
E | B | v R | B—R B | v R | B—R 
241 m 241 m 
— § 7237 8.3 7301 ==04 7332 6.9 7342 2s |(") 
—7 7748 8.1 7750 = @ 7770 6.4 7791 —21 
LG 8152 8.8 8199 —47 8208 6.3 8240 —32 
—5 8600 )o3) 8648 —48 8670 16.5 8689 =19 
74 9132 8.3 9097 +35 9142 6.5 9138 + 4 
— 3 9604 8.2 9546 +58 9600 6.6 9587 +13 
—2 “0037 8.3 9995 +42 “0048 6.5 0036 +12 
=H 0467 8.3 0444 +23 0490 6.6 0485 +5 
0 0905 8.3 0893 +12 0927 6.5 0934 i, 
+ 1 1325 8.9 1342 —17 1375 6.5 1383 — 8 
+ 2 — — 1791 — 1848 6.4 1832 +16 
+ 3 2268 Ses 2240 +28 2293 6.3 2281 +12 
+ 4 2696 8.2 2689 +7 2727 6.3 2730 — 3 
+5 3148 8.3 3138 +10 3181 555 3179 +2 
+ 6 3593 8.6 3587 + 6 3641 6.3 3628 --13 
+7 4031 8.7 4036 —5 4076 5.8 4077 1 
+ 8 4472 ors 4485 —13 4540 5.8 4526 +14 
+9 4934 9.5 4934 0 4990 6.7 4975 -+15 
+10 5367 9.0 5383 —16 5429 6.1 5424 + 5 
8.59 aah 6.34 +11 


4494 abgeleitete Normalepoche findet man 2420893 (v==8m.59 + 0m.44). 
Die drei Teilkurven schliessen sich, wie aus der Fig. 2 ersichtlich, vorziiglich 
an einander an, sogar bei den Endpunkten der naturgemass etwas unsiche- 
ren Wendepunktskurve. 
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Die aus den drei Teilkurven zusammengestellte mittlere Kurve hat den 


folgenden Verlauf (Tabelle V). 


TABELLE V. Die mittlere Kurve. 


Phase v Phase v Phase v | Phase v Phase v 
d m d m d m d m d m 
— 40] 10.97 + 60 | 10.11 |} +160 | 8.57 |} +260] 7.76 || +360} 9.80 
— 30] 11.20 -+ 70 9.78 |} +170 | 8.54 || +270 | 7.89 || +370 | 10.03 
— 20}| 11.41 + 80 9.45 || +180 | 8.46 || +280 | 8.06 |] +380 | 10.26 
— 10] 11.56 + 90 9.16 || +190 | 8.33 || +290 | 8.27 |} +390 | 10.50 
0] 11.63 +100 8.90 |} +200 | 8.18 || +300 | 8.48 |] 4400 | 10.72 
+ 10} 11.56 +110 8.75 |} +210 | 8.04 |} +310 | 8.70 || +410 | 10.97 
=-20 | 11.36 +120 8.67 || +220 | 7.88 || +320 | 8.92 
=+- 30} 11.10 +130 8.62 |} +230 | 7.73 || +330] 9.15 
+ 40} 10.79 |} +140 8.58 || +240 | 7.68 || +340 | 9.37 
-+ 50] 10.45 -++150 8.58 || +250 | 7.68 || +350 | 9.58 
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Mittlere furve ia | 
i Cassiopeiae 


app, 


jp ———_}- 


eames 


5 
ig 
c a 
ne 
(‘y 
i 
i 


Braise x 
geese. 
mile Gledeise | 


222 


Bei der Betrachtung des Lichtwechsels (Fig. 1) bekommt man den 
starken Eindruck, dass der Stern im Aufstieg einer erheblichen Stérung 
unterliegt, welche ich dadurch zu bestimmen versucht habe, dass ich den 
offenbar noch nicht gestérten Teil des Aufstiegs nach Augenmass weiter- 
zog, in der Art und Weise, dass sie nach dem Durchgang durch ein 
Maximum wieder in den absteigenden Ast iibergeht. Selbstverstandlich 
herrscht bei diesem Verfahren eine gewisse Willkiir; ich bemerke aber, 
dass es immer méglich war (s. die Figur 1), die beobachtete Kurve zwang- 
los zu einer ,,ungestérten’’ zu vervollstandigen. 

Die Tabelle IV enthalt in der rechten Halfte eine Zusammenstellung der 
so gebildeten ,,ungestérten’” Maxima. Die Epochen dieser Maxima werden 
durch die Elemente 24209344 + 4494 F sehr befriedigend dargestellt ; das 
grésste Licht wird im Mittel 6™.34 + 0™.34 (m.F.). Wird jetzt wieder in 
der oben beschriebenen Weise der Verlauf in der Nahe der Maxima 
abgeleitet, so schliesst sich auch diese Teilkurve so gut wie vollstandig 
derjenigen der Minima an. Fiir die Schiefheit der ,,ungestérten” Kurve 
—m 
ee 0.43. 

Es lohnt sich, die Differenzen der ungestérten (A) und der beobachteten 
Kurve (B) zu bilder’; die Differenzkurve (C) hat, wie man sieht (Fig. 2), 
merkwiirdigerweise einen so gut wie vollkommen symmetrischen Verlauf, 
dessen Minimum zu 2™.03 bei 2421921 fallt, also kurz vor dem unge- 
stérten Maximum. Es scheint, alsob der Stern beim Aufstieg eine Ver- 
finsterung erleidet, welche seine Helligkeit um volle zwei Gréssenklassen 
herabdriickt und ihn also von nicht weniger als 84 % seines Lichtes beraubt. 
Freilich kann von einer durch mechanische Ursachen zu erklarenden 
Finsternis wohl kaum die Rede sein. Diese symmetrisch verlaufenden 
Kurven habe ich bei mehreren meiner gebuckelten Sterne zuriickgefunden. 

Ich habe schliesslich auch fiir jedes einzelne Maximum die Differenz- 
kurve bestimmt und die Ordinaten derselben zu Mittelwerten vereinigt: es 
entsteht dann eine mittlere Differenzkurve, welche kaum von der Kurve C 
unterschieden ist. Die beiden Methoden sind nicht identisch, da man ja, um 
die Minima der einzelnen Kurven zur Deckung zu bringen. diese zeitlich 
shat verschieben miissen. Aus demselben Grunde ist es auch ohne Weiteres 
gar nicht notwendig, dass die Teilkurven, von denen oben wiederholt die 
Rede war, genau an einander anschliessen. 


findet man 


Zusammenfassung. 


Aus 616, in den Jahren 1905 bis 1929 (2416835 bis 2425807) angestellten 
Beobachtungen von T Cassiopeiae sind die folgenden Elemente des Licht- 
wechsels abgeleitet worden: 

Minimum: 24207394 + 4494 F + 35d sin 18° (E+-5); v—11™.63, 

Maximum: 24209844 + 4494 F; vax 7EL.Gi 


PPR: 


Der in der mittleren Lichtkurve (s. Fig. 2) auftretende Buckel kann 
dadurch erklart werden, dass der Stern im Aufstieg eine Verdunkelung von 
zwei Gréssenklassen erleidet, welche einen vollkommen symmetrischen 
Verlauf hat und deren Minimum auf 2421921 fallt. 


Utrecht, Februar 1931. 
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Chemistry. — The dimeride of 1.2.3.4-tetramethylbutadiene 1. 3. 
By P. vAN ROMBURGH and G. VAN ROMBURGH. 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Many years ago one of the authors (P. v. R.) together with Miss W. D. 
WENSINK 1) obtained by the action of concentrated formic acid on the 
pinacole from methylethyl ketone a hydrocarbon C;gHog. The same hydro- 
carbon was found to be formed also on heating 1.2.3. 4-tetramethylbuta- 
diene 1.3. (CgH,4) with the same acid. 

It was suggested that the formula of this dimeride might be represented 
as an 1.2.3.4.5.6.7.8-octamethylcyclo-octadiene (1.4): 


MeG. = CMe 

MeCH HCMe , 
MeCH HCMe 
MeC mee) CMe 


or, in connexion with the researches of LEBEDEV 2) on polymeric 
hydrocarbons as an 1.2.3.4.5.6-hexamethyl-4-(2’-butene-2’-yl) cy- 


clohexene (1). 
CH; CH; 
i tcher 
H,c_c@ \¢_c =CH—CH; 
Cc 


] II 
CH; 


| 
CH; CH3 


As the experiments they carried out in order to establish the structure 
_of the hydrocarbon (viz. interaction of bromine, hydrogenation with 
platinum or palladium as catalysts, oxidation with potassium permanganate, 
etc.) did not give decisive results, we have again taken up the investigation 
of this dimeride. 

The interesting publications of DIELS and ADLER on the addition of 
“‘diene’’-hydrocarbons also indicate that the second formula proposed of 
the dimeride might be the right one. 

With a view to determining the number of double bonds in our hydro- 
carbon, we have tried again the hydrogenation with platinum black or 
platinum oxide as catalysts under the best possible conditions. 


1) These Proceedings 16, 1088 (1914). 
2) Journ. Chem. Soc. 104 Abstr., 1285 (1913). 
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7 g of the hydrocarbon in 25 cc of acetic acid and 0.2g of platinum 
black were shaken with hydrogen. After one day only 600 cc of hydrogen 
were absorbed. Further shaking, the application of heat and the activating 
of the platinum were ineffective in causing further hydrogenation. Not 
even one mol. of hydrogen was absorbed. 

In a second experiment 12 g of the hydrocarbon, freshly distilled in 
vacuo, in 30 g of acetic acid and 0.1 g of platinum absorbed 1000 cc in 
four days. In this case also less than 1 mol (1200 cc) had been taken up. 

In our last experiment we used a micro-hydrogenation apparatus. Now 
0,336 g of the hydrocarbon, twice distilled with sodium in vacuo, absorbed 
under the influence of platinum 57 cc of hydrogen. This result pointed 
at the presence of two double bonds in the molecule of the hydrocarbon, 
85 % of the quantity required being absorbed. The first mol of hydrogen 
had been taken up in one hour. 


Ozonisation of the hydrocarbon. 


10 g of the hydrocarbon in 100 cc of pure dry carbontetrachloride were 
ozonised at 0°, using ozone of about 5 % strength when the solution 
was stable towards bromine. The ozonisation required about 22 hours. 
The carbontetrachloride was removed as far as possible in vacuo at room 
temperature. 20 cc of water were added to the residue and the mixture 
was heated up to about 100°. The volatile products were strongly cooled 
and removed. Then the mixture was heated for about two hours more in 
a boiling waterbath. The colour of the ozonisation product had turned 
dark brown. The distillate containing the volatile products appeared to 
consist for the greater part of acetaldehyde and the presence of this 
substance was confirmed by the separation of its p . nitrophenylhydrazone 
(m.p.128°) and by the formation of a condensation product with 
dimethyldihydroresorcinol having a m.p. of 142°, not depressed by admixt- 
ure with the product prepared from pure acetaldehyde and dimedon. 

The formation of acetaldehyde by ozonisation of the hydrocarbon can 
not be explained if we admit formula I, but is quite in accordance with 
formula II, which contains an ethenylgroup. 


Dehydrogenation with sulphur. 


If formula II was to be assigned to our hydrocarbon then it seemed 
possible to obtain an aromatic hydrocarbon by dehydrogenation with 
sulphur, taking for granted that one of the radicals of the quaternary carbon 
atom in the cyclohexylene ring would be split off. 

Therefore 5 g of the dimeride were refluxed with sulphur at 180—200° 
in an oil bath, hydrogen sulphide was evolved, mixed with mercaptan 
smelling substances. Distillation of the reaction mixture in vacuo (12 mm} 
gave a brownish-yellow liquid boiling from 140—180°. A small quantity of 

ies 
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crystals separated from the liquid and after one recrystallisation from 
acetone these melted at 160°. They were identified by a mixed melting 
point as hexamethylbenzene. 

The liquid was distilled with steam in order to obtain a purer product. 
The yellow oily product was separated from the water and divided into 
two portions which respectively were treated with an alcoholic solution 
of picric acid and of sym. trinitrobenzene. The first portion turned green ; 
yellow crystals m.p. 170° separated from the other. Mixed with the 
addition product of hexamethylbenzene and s. trinitrobenzene (m.p. 176°), 
the mixture showed a m.p. of 172°. 

In a second experiment 10 g of the hydrocarbon were refluxed with 
4 g of sulphur till cessation of the gas evolution, which took 12 hours. 
The gas evolved had been strongly cooled, but only a small drop of a 
liquid condensed. 

On destillation at 10 mm the reaction mixture yielded as chief portion 
a yellow liquid which separated a fair quantity of hexamethylbenzene. 
This was removed and the filtrate distilled twice at 10 mm with metallic 
sodium. Two yellow fractions were obtained boiling resp. from 120—125° 
and from 125—140° which were diluted with petroleum ether and cooled in 
liquid ammonia. Again a quantity of hexamethylbenzene separated. 

From the results obtained by the catalytical hydrogenation, which 
pointed to the presence of two double bonds, from the formation of 
acetaldehyde by the ozonisation and from the dehydrogenation with sul- 
phur which resulted in the formation of hexamethylbenzene, the writers 
believe that they may safely draw the conclusion that the dimeride of 
1.2.3.4-tetramethylbutadiene 1.3 is to be represented as follows: 


CH; CH; 
CCH CH; H 
Pe ye: = C—CH; 
CH. CH CH, 
cu; CH; 
viz. 1.2.3.4.5.6.hexamethyl . 4-(2’-butene-2’-yl)-cyclohexene (1). 


Physics. — Betrachtungen itiber die Zustandsgleichung von Gasen und 
Fltissigkeiten, mit Riicksicht auf die Veranderlichkeit von a und 
b mit T und v. (A. Wasserstoff). Von J. J. VAN LAAR. 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931). 


Der Autor hat im Untenstehenden gezeigt in wie hohem Masse die Grdéssen a und b der 
VAN DER WAALS'schen Zustandsgleichung von Temperatur und Druck abhiangig sind, 
und in welcher Weise man diese Gréssen bei jedem Wert von T und v, wenigstens sehr 
angenahert, berechnen kann. 


ie 
Einleitung. 


Es ist schon lange bekannt, dass in der VAN DER WAALS'schen Zustands- 
gleichung fiir Fliissigkeiten und Gase, namlich 


(e + 5)—b=RT, es RR ta 


die Gréssen a und b keineswegs Konstanten sind. Dieselben sind sowohl 
von der Temperatiir wie vom Volum abhangig; in dem Masse sogar, 
dass z.B. die Werte von a und b, welche aus den kritischen Daten 
berechnet sind, gar nicht fiir héhere oder niedrigere Temperaturen giiltig 
sind, und fiir andere Volumina. Darum wird denn auch von Einigen 
die VAN DER WAALS'sche Zustandsgleichung verurteilt, und gesagt, dass 
dieselbe wohl fiir den Gaszustand gilt, aber nicht fiir den fliissigen Zustand, 
oder auch wohl umgekehrt. Und obgleich VAN DER WAALS selber, und 
spater ich') wiederholt betont haben, dass a und b veranderliche Gréssen 
sind, und einfache Beziehungen von uns hergeleitet wurden zur Fest- 
legung dieser Veranderlichkeit — man blieb taub (besonders in Deutsch- 
land) und versuchte die VAN DER WAALS'sche Zustandsgleichung durch 
andere zu ersetzen, welche nicht nur theoretisch vollkommen unberechtigt 
sind, sondern sogar zu den absurdesten Folgerungen fiihren. (WOHL ”) z.B.). 

Oder auch — in Amerika — man baute auf die v. D. WAALS’sche 
Zustandsgleichung fort, und auf die von mir gefundenen Beziehungen, 


1) y. D. WAALS, Naheres iiber die Zustandsgleichung, und VAN LAAR, Die Zustands- 
gleichung von Gasen und Fliissigkeiten (Leipzig, Barth und Voss). 

2) Die Absurditéten zu welchen die beiden Zustandsgleichungen von WOHL fiihren 
wiirden, sind in ausgezeichneter Weise von WEGSCHEIDER hervorgehoben (Z. f. physikal. 
Chem. (A), 1928, 135, 362). 
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und brachte darin allerhand unndtige Modificationen und Komplicationen 
an, welche oft — zur Erreichung eines so gross méglichen Anschlusses 
am experimentellen Material — so sonderbar und verwickelt wurden, 
dass die Zustandsgleichung dadurch vdllig zu einer rein empirischen 
Beziehung herabsank, mit noch kaum erkennbarem theoretischen Kern. 
Sogar der Name VAN DER WAALS wurde ausgebannt, und man redet 
nur noch in diesem Lande von der Zustandsgleichung von KEYEs (N.B. 
identisch mit derjenigen von v. D. W. mit meinen Beziehungen fiir die 
Volumveranderlichkeit von a und b), oder von derjenigen von BEATTIE 
und BRIDGEMAN, oder sogar PHILLIPS. Ich habe mich in den verschiedenen 
Teilen der ,,Tables Annuelles’’') dagegen geniigend erhoben, sodass ich 
dieses nicht mehr zu wiederholen bedarf. 

Es ist besonders die grosse Volum-veranderlichkeit von b, welche 
beriicksicht werden soll. Schon dadurch allein (mit vorlaiifiger Vernach~- 
lassigung der viel geringeren Volumverdanderlichkeit von a, und von den 
beiden Temperaturabhangigkeiten) werden viele friiheren Abweichungen 
bei den kritischen Gréssen und im fliissigen Zustand (Zusamendriick- 
barkeit, Ausdehnung, usw.) weggenommen, wie dieses alles in meiner 
,,2ustandsgleichung” nachzulesen ist. 

Dennoch bleibt ‘noch viel zu untersuchen iibrig. So ist von der 
Temperaturabhangigkeit von a und b noch wenig bekannt. Dass dieselbe 
existiert, ist unverkennbar. Denn die Kurven p=—f(T) bei v=konst. 
(die sogenannten Isochoren) sind zwar oft nahezu gerade. doch ihre 
Kriimmung ist — besonders bei niedrigen Temperaturen — jedenfalls 
zu gross, um darauf Berechnungen in Bezug auf a und b zu basieren. 
Waren a und b wirklich unabhdngig von T, so ware die Sache ganz 
einfach. Aus obenstehender Zustandsgleichung wiirde dann sogleich 


hervorgehen &3 = 5 und man hatte v—b (also auch b) aus 


v=b= R; Gah Und dann a aus a= (ears —) v? =(T (Ae) -e] 7, 


Aber, wenn versucht wird, eine Korrektion fiir die genannte Temperatur- 
abhangigkeit anzubringen, so ergiebt es sich leider, dass — wie wir in 
§ III und IV sehen werden — daraus dennoch kein einziger Schluss 
iiber a und b bei v=o zu ziehen ist! 

So ist man lediglich auf die Jsothermen angewiesen, wenn die Drucke 
bis zu geniigend hohen Werten (AMAGAT 2800 atm., BRIDGMAN 12600 atm., 
beide bei Wasserstoff) hinaufgetrieben werden. Man kann dann mit einem 
angenommenen, doch wahrscheinlichen Wert von a, wenn ohnehin ihre 
Volumabhangigkeit nahezu bekannt ist (aus den kritischen Daten zu be- 
rechnen, siehe § V), die Werte von b leicht berechnen (§ VI und VII). | 
Bei allen diesen Rechnungen hat man dann immer noch eine gliickliche 
Kontrolle in den Werten des sogenannten zweiten Virialkoéffizienten 


1) T. A., V, 322; VI, 210—212; VII, 289; VIII, 304—307; IX, 205—206. 
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B=RTb,—a,, welche (siehe § II) bei jeder Temperatur mit geniigender 
Genauigkeit bekannt sind. 


Il. 
Werte von B bei Wasserstoff. 


Die ,,beobachteten’’ Werte von B bei verschiedenen Temperaturen sind 
von den nachfolgenden Autoren aus ihren Isothermbestimmungen be- 
rechnet. 

1. KAMERLINGH ONNES und BrAAK (Comm. Leiden 100? (1907)), 

169°.5—55°.7 abs. 

2. HOLBORN und OtTo (Z. Physik 33, 1 (1925)), 38, 359 (1926)), 

473°.1—65°.2 abs. 

3. vAN AGT und K. ONNES (Comm. 176° (1925)), 90°.2—14°.5 abs. 

4. NIJHOFF und KEESOM (Comm. 188%* (1928)), 45°.6—24°.8 abs. 


Was speziell die Temperaturen 100°, 20° und 0° C. betrifft (siehe 
NIHOFF und KEESOM, l.c.), so haben wir folgendes. 


LOO: 


AMAGAT 10° B= (1057) K. ONNES und BrAAK 10° B = 863. 
WITKOWSKY ,, = 920 HOLBORN und OTTO » 2948. 


Die Angaben von H. u. O. miissen alle mit 0.76 multipliziert werden, 
da diese Autoren als Druckeinheit 1 M. Quecksilber annehmen, wodurch 
p 0,76-mal zu gross wird und v 0.76-mal zu klein, sodass seine B-Werte 
(B ist von der Gréssenordnung a oder pv’) alle 0.76-mal zu klein sind. 
Ohnehin muss noch mit RT multipliziert werden, weil H. en O. nicht 
B=RT b,—a,, sondern B’ = bg — Br berechnet haben. So wird z.B. bei 
100° C. 10°B=914 X 0.76 X 1.36506 = 694.6 & ibid. = 948.2 (N.u. K. 
geben 937 an). 

Wir haben, mit N. u. K. den Wert von H. u. O., namlich 948 (und 
nicht 937) gewdhlt, da dieser am besten im Rahmen der Werte bei 
anderen Temperaturen passt. 


20°. C. 


K. ONNES u. WALSTRA 676.3 ? ay 
SCHALKWIJK 667. kineeaians 
K. ONNES, CROMMELIN u. SMID 657.1. 


Der Mittelwert der drei Werte ist 666.8. Wir wahlten einen Wert 
zwischen 671.7 und 666.8, namlich 669.3 = 669. (N. u. K. nahmen 677 an), 
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Der von VERSCHOYLE (Proc. Roy. Soc. London (A) 111, 552 (1926)) 
gefundene Wert 698 ist viel zu hoch. (Seine Werte miissen noch mit 


RT wmultipliziert werden, weil er setzt pp—=RT+ B’p =RT +O stl: 
So findet man 650.5 X 1.07258 = 697.7 = 698), 

Vahl Oe 
AMAGAT (669). HOLBORN u. OTTO 623.4 (N. u. K. 
WITKOwSKI 619 ) geben 620). 
CHAPPUIS 605 601.3. VERSCHOYLE 626.3. 
K. ONNES u. BRAAK 580 \ 


Angenommen wurde 601 (N. u. K. 605). 


Die in nebenstehender Tabelle verzeichneten, von obengenannten 
Autoren ,gefundenen” Werte von B zwischen 473° und 14° abs. 
werden (von 373° bis etwa 25° abs.) sehr befriedigend wiedergegeben 
durch die einfache Formel 

19,5 


6 fen ete > 
10°B=940RT—3200—-. . . . . . D 


Die mit dieser Formel ,berechneten’ Werte sind in neben- 
stehender Tabelle ebenfalls angegeben. 


Tabelle, Siehe p. 231. 


Mit Ausnahme von 200° C. = 473° abs., sind die Werte von 
HOLBorN u. OTTO (H.) in redlicher Uebereinstimmung mit der Formel. 
(A resp. =+ 1, — 25, —23 (0°C.) — 14, +1, +12, +19; im Mittel 

4 (Absolutwert)). 

Die Ergebnisse von K. ONNES u. BRAAK (K.) geben Abweichungen 
von resp. —12, —14, —1, +12, +3, +11, +23, +22; im Mittel 12. 

Diejenigen von NIJHOFF u. KEESOM (N.) weichen resp. nur —1, 
+4,0, +7, —11 ab; im Mittel 5. 

Dagegen weichen die 10°B-Werte von vAN AGT u. K. ONNEs (A.) 
bei 90°, 70° und zwischen 20°.6 und 14°.5 abs. sehr stark ab, und zwar 
resp. + 51, + 38, — 39, — 46, —56, —54, —57; im Mittel 49! Man 
wiirde das vielleicht daran zuschreiben kénnen, dass die Formel unterhalb 
25° abs. plétzlich ungiiltig wird; aber schon bei 90° abs. sind v. A. u. 
K. O. (mit — 120) schon weit unter der identischen Werte von K. O. 
u. BRAAK und HOLBORN u. OTTO (— 80), und es wiirde dieser Wert 
demjenigen von K. O. u. BRAAK bei 78° fast gleich sein. Das nadmliche 
bei 70° abs. 

Nach unserer Formel liegt der BoyLE-Punkt bei 107°.44 abs. 
(RT = 0.39342). K. ONNES u. BRAAK fanden 107°.37 (RT = 0.39317). 
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TABELLE I. 
Werte von B= RTb,—a,. 
t T A= RT!) 1:A |109B gefunden , 108 ay 
200 473.09 | 1.73066 (H) 0.57781 me a 1296 chess) ¢ 
100 373.09 | 1.36535 (N) 0.73241 | 948 (H) Cy ae a 
50 323.09 | 1.18212 0.84594 | (800 (H)) 775 = (—25) 
20 293.09 | 1.07159 0.93232 | 669 (s. oben) ee oe 
0 273.09 | 0.99939 (N) 1.0006 | 601( , ) 600 551 
— 50 223.09 | 0.81631 1.2250 | 440 (H) 423 ei7 
—100 173.09 )| 0.63344 ) 1.5787 )| 259 (H) ) 245) —I14) 
—103.57 169.52 §| 0.62048) 1 ie 244 (K) § 233 4" 12:4 
—139.88 133.21 | 0.48765 2.0507 | 112 (K) 98 —14 
—150 123.09 | 0.45057 2.2194 59 (H) 60 Et 
( —164.14 108.95 )| 0.39891 ) 2.5068 ) F(Ky 2) 6). 47h) 
] —165.65(T,) 107.44 )| 0.39342 § 2.5418 § 0 (interp.) § 0 5 04 
| 82.81 90.28 ) | 0.33063 3 pes) — 80 (K) = 68 ) ati? ) 
—182.86 90.23 5 | 0.33019 3.0286 >| (—120 (A)) 21600 ¢1-51).> 
—183 90.09 )| 0.32988 3 03149 — 81 (H) +. at {2 ) 
—195.27 77.82 | 0.28508 3.5078 | —123 (K) = 1908 e.5 
( —203.23 69.86 )| 0.25562) 3.9121 )|(—194 (A) ) 156) (+38)) 
( —204.70 68.39 §| 0.25074 § 3.9882 | —173 (K) § 162-5... --F 11.5 
—207.9 65.19 | 0.23881 4.1874 | —196 (H) melt7i© -l9 
a017,82 60.27 | 0.22103 4.5243 | —223 (K) 200 1-23 
—217.41 55.68 | 0.20424 4.8962 | —245 (K) 7s eet 
—225.54 47.55 | 0.17401 5.7468 | —268 (N) —269 5 
—231.52 41.47 | 0.15213 6.5733 | —309 (N) ee ey | 
—236.56 36.53 | 0.13367 7.4811 | —340 (N) —340 0 
—239.91(T,) 33.18 | 0.12143 8.2352 | —370 (interp.) —366 + 4 
—241.84 31.25 | 0.11436 8.7443 | —390 (N) BS 
—248.32 24.77 | 0.090645 11.032 | —439 (N) SO eT 
( —252.54 20.55 )| 0.075182 ) 13.301 ) |(—470 (A))2)) —509) (—39) ) 
( —252.75 (T,) 20.34 | 0.074436 } 13.434 § ~ Pee en a 
—254.93 18.16 | 0.066472 15.044 |(—505 (A))3) —551  (—46) 
—256.44 16.65 | 0.060938 16.410 | (—527 (A)) 22583 922-58) 
—257.45 15.64 | 0.057250 17.467 | (—553 (A)) 607 (—54) 
—258.59 14.50 | 0.053063 18.846 | (—581 (A)) =H38%. © (e287) 
—259.14(T,,) 13.95 | 0.051051 19.588 i. —654 = 


1) Werte von A— RT von den Autoren angegeben. Bei NIJHOFF u. KEESOM ist 
A=RT (1 — 0.0006), R=0.0036618; das namliche gilt fir T,, T, und T,. Bei Tz 
(BOYLE-Punkt) ist A einfach = RT. 
2) Bei 20°.53 abs. (A = 0.075158) wurde — 474 gefunden. PALACIOS MARTINEZ u. 
K. ONNES (Comm. 164 (1923)) fanden bei 20°.51 (A= 0.075031) — 478, und bei 20°.49 
(A = 0.0749725) im Mittel — 474. (Siehe auch Comm. 176? ). 

3) D.h. — 505.3. Bei 18°.22 (A = 0.066663) wurde 505.5 gefunden. 
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Ill. ° 


Werte von b, berechnet aus (): 

Wir werden jetzt versuchen die Werte von a, und b, einzeln ange- 
nahert zu bestimmen. Dieselben sind némlich in B= RT b,—a, zusam- 
mengekoppelt, und es ist fast unmdglich etwas iiber die einzelnen Werte 
von a, und b, auszusagen. Bei meinem ersten Versuch habe ich irrtiim- 
lich aus der ungefaéhren Gleichheit von b,:a, beim BoyLE-Punkt, wo 
bg: ag = 1: RTz =2.542 ist, und von b, : ag = 2.436 bei der mehr als 
dreimal niedrigeren kritischen Temperatur, auf die angendherte Unab- 
hangigheit vom Quotienten a,:b, von der Temperatur geschlossen. 


(Siehe hieriiber Zust. Gl., S. 23—26). Setzt man dann 


108 b, = 940 + 2 ; 10 a, = 370+ 52, 


so wird erstens gehérig 10° B= 10° (RT b,—a,) = 940 RT — 320 + Br 
d.i. (2) (siehe oben in § II), aber auch 50:940=— 19.5: 370=0.053, 
sodass b,:a, nahezu unabhangig von T wird. Aber in Wirklichkeit ist 
b, beim Volum v,z+noch weit von b, bei v=o (oder sehr gross) ent- 
fernt; das namliche gilt fiir a,, doch ist das Verhdltnis a, : a, viel 
geringer als b,:b,;, sodass von der ungefahren Gleichheit von (a, : b,)s 
und (a, : b,), nicht viel iibrig bleibt. 

Vielmehr nimmt 6, sehr wahrscheinlich mit der Temperatur viel 
starker ab als a,, und zwar fast zweimal starker, wie wir das bald sehen 
werden, sodass in obiger Formel 50 durch etwa 75, und 370 durch 395 
ersetzt werden miissen, wobei 395—75 = 370—50 = 320 bleibt (was von 
der Formel fiir 10° B gefordert wird). 

PENNING hat aus seinen Isothermbestimmungen die Isochoren fiir drei 
konstante Volumen bestimmt (Comm. 166 (1923)), sodass wir daraus 
ee) bei verschiedenen Temperaturen berechnen kénnen. Diese Werte 
sind jedoch nicht unabhaéngig von T, da die Isochoren nicht ganz gerade 
sind, sondern leicht gekriimmt, besonders bei niedrigeren Temperaturen. 
’ Aus der Zustandsgleichung (1) (siehe § 1) geht nun — mit Beriick- 
sichtigung der Temperaturabhangigkeit von a und b — hervor: 


dpy ry aan RT ae 
(rl geen , | 


wo = (5) und ai = (z) ist. Wir miissen also 6’ und a’ bestimmen. 


Nun ist (,,Zust. Gl.’”, S. 78) 
b 


£__. also v—b = aa 


sear, by 
jp lee he 1%,’ 
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da yp=b,—by ist, sodass b=by) wird, wenn v=vy—b, wird bei 
p=, und —b, bei v=o (p=0). [Das Volum v} =}, bei T=0, 

p=O auf dem Fliissigkeitszweig der Sattigungskurve ist sehr viel vom 
wirklichen Grenzvolum v9=by bei p= verschieden (bei H) ist 
10° b, = 1020, und 10°b, — 500!)]. Bei logarithmischer Differenzierung 
der letzteren Beziehung nach T bei v konst. findet man mit 6’ = Ge 
b. b'/v b' v—b b= v—by 


=——2_,, also b= —& 


eo ee pe pey co 


sodass b, bei sehr geringen Volumen (v — bo) gehérig sich dem Werte 
0 ndhert, da doch bei v=b), b= by nicht mehr von T abhangig ist. 
Die Temperaturveranderlichkeit von b wird somit bei abnehmendem 
‘ Volum stets geringer. Ware gp =0, d.h. 6b unabhangig von v, so wiirde 
stets b; = by sein, somit b auch unabhaéngig von T. Und da dieses nicht 
der Fall ist, so kann auch y= b,—by niemals =O sein, und b muss eine 
Funktion von v sein. 

Was a betrifft, so kann ebenfalls gesetzt werden (,,Zust. gl.”, S. 91): 


a aj —a 
£_ |§ wo c= —-— By. 


T+ 4, ag 


Denn dann wird a=a, fiir v=o, und = ay fiir v= by. Demnach ist 


Deena cr oe ? ag : 
@g — Ao % ag , U 0 
ng ag Vv ao Vv 
also 
eth a th —: Dy el da _ 1 v—b ( da, 
ya ee Pgs a Pat }s ang dt 
oder 
— a 1v—by __ ay v—b, 
sala a’ _ a) 2 el Oe 


ganz analog b,. Dadurch wird jetzt mit v—by = (v—b)(1 + ?/.): 


(2 ee a 
dt), v—b v (v—b)? * (vtec)? ]’ 


Ist nun 


AG 
by = 940. 10-6 + 7h : a) = (320. lo + A+ Pa 
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da wegen (2) (320 . 10-° + £) — B= 320.10-* sein muss, so wird mit 
paeme B 19.5) 10" 
b=— pr und Pera ey TE 


apy oitR iy, Uae bop | ee ee gee 19,5 . 10-6 
(Fae v (0 =D)? RI Mes cr aa | 
es: Re Sree Ge (v — b) (v — by) 19,5 . 10-* 
=55| v— by RTv (v + c)? (RT)?v |. 


also mit v — b= (v — by): (1+ ?/.): 
(v — bo)? 19,5. all 


R B 19,5. 10™ 


ee eee 1 ai’ 
Se a. Bees: |—pret+ Gra? RTs 


Setzt man nun 


ge aerial Crentih Depali tag: 


(Pleo te lO Chm Rae 


so wird schliesslich, statt b—=v—C, falls b und a von T unabhangig 
waren, d.h, 6==0, G50: 


b= oC) 1b (oe Fe ay ig 


Der so bei einem gewissen Volum gefundene Wert von b soll nun 


auf b, reduziert werden miissen, um mit b, = 940. 10-6 + ppverglichen 


werden zu kénnen. Mit 6, =b(1-+ ?/0) bekommt man sodann: 


eS P C B 
bg = (0-0) (1+ ee : (—g¢r+4). 


Hierin ist jedoch p=b,—by = (910 .10-6+ p ) —bo=(b..—by) + vs 


RT RT’ 
wenn man b,, fiir (b,)r—=. = 940.10-° schreibt. Dadurch wird 
ee Dates byes b CB _ CO 
ie Ot + ; + Rts | t+ Rr y 
d. h. 
— b., as bo Be we, Ccé a 
bg =(0— O)(1 + . ae 255 8 yi 


wo also schon die Glieder mit Cf fortgefallen sind. Da nun aber 


b= b,, ist, so wird auch: 


b= (9G) Ne ca 05 os a 


ie) 


sodass die unbekannte Grésse £, welche wir aus den Isochoren bestimmen 
méchten, vdllig aus dem Resultat verschwunden ist! 

Das heisst aber nichts Anderes, als dass man mit den Jsochoren niemals 
den Verlauf von b mit der Temperatur bestimmen kann. Denn man 
findet implizit immer nur b.,, dh. b, bei T—© (bei Wasserstoff also 
940. 10°). Ware 6 von der Temperaturen unabhangig (6 =0), so ware 
b, immer 6,,, und die Sache verstande sich von selber. Aber auch, wenn 
B nicht =0 ist, findet man b,, und nicht b, bei der Temperatur T,, sodass 
man schliesslich nur die Richtigkeit dieses Wertes von b, kontrolliert! 

Ob man B=90.10-* oder 80.10-*, oder sogar =O nimmt, man 
findet immer bei der Berechnung von b, bei verschiedenen T die nam- 
lichen Differenzen 


; —b Cé 
SDs) osniet 5a (bg) Formet 2=— | eo) ( 1 = bn ay :) - | = 940,10-§, 


welche Differenzen aus den Versuchsfehlern von (und fiir einen 


geringen Teil aus den Annahmen beziiglich by und c) stammen. 


IV. 
Numerische Berechnung von 6 und 6,. 


Nach PENNING (l.c.) hat man nun die nachfolgenden Werte von p. 
TABELLE 1. 


Werte von p bei drei konstanten Volumen. 


he 106v=11111 106 v = 12500 106 v = 14286 


169.54 pam = p= 51.474 p= 44.821 
133.24 = 39.920 34.816 
90.34 29.419 26.165 22.906 
69.12 21.609 19.298 16.970 
60.35 18.357 16.454 14.516 
55.76 16.666 14.965 13,227 
47.73 13.681 12.339 10.959 
41.70 11.409 10.3495 ai 
36.81 9.5617 8.7287 = 
34.80 8.7953 8.0593 = 
33.18 (Tx) 8.1769 7.5173 sa 
31.22 7.4097 6.8497 = 
29.21 6.6113 6.1536 * 
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Da 10°v, — 2900 ist, so sind die konstanten Volumen 4 bis 5-mal 


grésser als das kritische Volum. 
In der folgenden Tabelle findet man die aus diesen p-Werten berech- 


neten Werte von tae bei den zwischenliegenden Temperaturen. 


TABELLE Iii. 


A 
Werte von (<2) ; 
At/? 


T RT 1:RT1(RT| 1080=11111 | 105v=12500 | 106v=14286 
151.39 0.5544 1.804 3.254 (<2), = a (22), =0.31829 (22), =0.27562 
111.79 0.4094 2.443 5.968 be 0.32063 0.27762 
79.73 0.2920 3.425 11.73 0.36805 0.32361 0.27974 
64.74 0.2371 4.218 17.79 0.37081 0.32429 0.27982 
58.06 0.2126 4.704 22.13 (0.36841) 0.32440 0.28033 
51.75 0.1895 5.277 27.85 0.37173 0.32702 0.28244 
44.72 0.1638 6.107 37.30 0.37678 0.32993 Ee 
39.26 0.1438 6.956 48.39 0.37777 0.33145 pt 
35.81 0.1311 7.626 58.16 0.38129 0.33303 = 
33.99 0.1245 8.032 64.51 0.38173 0.33457 = 
32.20 0.1179 8.482 71.94 0.39143 0.34061 = 
30.22 0.1107 9.033 81.60 0.39721 0.34632 = 


At 
p=f(T) bei v konstant, keineswegs Geraden. 
Wir werden jetzt die Beziehung (3°) verifizieren, und berechnen die 
dafiir erforderlichen Zahlenwerte in der untenstehenden Tabelle. Mit 


(siehe § V) B=75.10—* wird 10° a, = 395 + 19:8 Setzt man 10° a, = 300 


A 
Wie man aus diesen Werten von (Ae ersieht, sind die Kurven 
v 


AY: 
(§V), so kénnen wir mit 10° b) =550 (§ V) (also 10° (v»—b,)? = 110.48, 
— hy 
wenn 10°v—11111 ist) die Werte von c= Se 40 by und Saae be- 
ao (v+c) 


stimmen; und dann weiter 0 und oo (mi y=): Der Wert von 


1 + 2a 20 wird dann (mit 1066. == 940)==11.0351. 


8°0 GC) ae 698 8561 £601 6176 LI€l  9278°0 16 TLS Z'16S1}| 7@°0€ 
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8°Z lis 199 1ZST 406 £656 LBOL =: 9ZEB“O 79F 7S 6° LSZ7I| 66°€€ 
| 1'@ 861— th 09ST 818 4096 L:9%6 ~=—- SEER" Lhe BES I'REIT| 18°SE 
LT Cob BLL SOFT 069 £696 8°06Z T8€8°0 b7b T€S 09°€66 | 97'6E 
r'0 Cea 606 IFPRI 9€S 6126 O'€I9 8@F8°0 76 BIS CE'L7L | TL be 
S‘0 0Si= 068 8671 80F 1586 0°09F  ==IZ8"0 €9€ 86F LO°€bS | SZLIS 
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Die gefundenen Abweichungen von 940 bleiben nun nach § III vdllig 
ungedndert, wenn man in b, = 940,10-6 + ir fiir 6 sehr verschiedene 


Werte annimmt. Denn das Resultat ist, wie wir dort sahen, unabhangig 
von #. Die Abweichungen werden zum allergréssten Teil verursacht 


durch die Fehler in den experimentellen Werten von C=R: & : 


At 
bei 7 Beobachtungen im Mittel nur 0,7 °/) des C-Wertes. Nur fiir die 
drei Temperaturen in der Nahe der kritischen Temperatur betragt der 
Fehler im Mittel 2,2°/>. Wenn aber ein verhdltnismassig so geringer 
Fehler in C, folglich in v—b einen so grossen Fehler in b verursachen 
kann (10° (v — b) — 9950 bis 9220 gegen 10°v—11111), so kann man 
wohl sagen, dass von der Methode der Isochoren — abgesehen von der 
Tatsache, dass man damit doch nichts anderes erreicht als die Kenntnis 
der schon bekannten Grosse b, — nichts fiir die Kenntnis der b-Werte 
zu erwarten ist. 

Das Korrektionsglied CO@:v ist hierbei ziemlich bedeutungslos, denn 
um z. B. die Abweichung bei T=51°,75 abs, namlich —50, verschwin- 
den zu lassen, sollte C@:v, also auch 6 1,14-mal kleiner sein, d. h. 
(v — bp)? : (v +c)? =0,7431 statt 0,8471, folglich 10°c—=1141 statt 363, 
d. h. 10°a)—162 statt 300; was unmdglich ist, da 10° aj = 300 schon 
klein genug ist. Und um die Abweichung bei T= 35°,81, namlich —198, 
fortzuschaffen, miisste @ 1,32-mal kleiner werden, also (v—bp)?:(v-++-c)?= 
= 0,6327 statt 0,8348, d.h. 10°c= 2167 statt 447, somit 10° a) =110 
statt 300, was ebenfalls unmédglich ist. Man kann somit, wie gesagt, 
ruhig die gefundenen Abweichungen auf Rechnung der experimentellen 


also von (35) . Dieselben betragen, wie man aus der Tabelle ersieht, 


Fehler (vielleicht auch teilweise zufolge der Ersetzung von = durch ey 


in den Isochoren setzen. (Bemerkenswert ist die Tatsache, ad die ersten 
5 Beobachtungen (80° bis 45° abs.) im Mittel gerade 944 ergeben. Nur 
die Werte in der Nahe van T; weichen, wie immer, ab). 

Der Sache bleibt hoffnungslos, und wir werden auf weitere Rechnungen 
oder, besser gesagt, Kontrollierungen bei 10° v=12500 und 14286 verzichten. 


Schluss im nachsten Heft. 


Mathematics. — Sur quelques intégrales définies se rattachant aux 
fonctions de BesseL. II. Par J. G. RuTGERs. (Communicated. by 
Prof. JAN DE VRIES). 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931). 


§ 6. Toutes les intégrales précédentes sont aussi convergentes quand 
on y remplace » par un nombre entier négatif. Cependant on ne peut 
pas déduire leurs valeurs de celles des précédentes; il nous reste la 
méthode directe pour les calculer. Les résultats ont une forme assez 
simple seulement dans les cas des intégrales de (10) jusqu’ 4 (20a) dans 
les paragraphes 2, 3, 4 et 5 quand on y remplace » par —a, a étant 
un nombre entier positif ou nulle. 


a. Conforme 4 (10) est l’intégrale: 


C= { L-. (x—) (sin B) (x—p)-* dB = 


Es (Pi\e gett tf Tectia) ecole da. 


En substituant les séries infinies pour J, (x(1—a)) et sin xa on peut 
effectuer d’aprés (b) la réduction suivante: 


x 2n+a 
eS erie) caret 
— (__1)\a y— at 
ee = lina! 2 Ge 


a 1 — a)?" a2™t+] dg = 
‘0 

x 2nta 
Ae (3) 3 (Ie xtet! TT (2a) {2m +-1)% 
A) ni(nta)l = mao (2m+1)! T'(2n+2m+3) 


_ (-lt xt 2 pee) 


x 2sta—l 
ai is 1): i s—l 
SoS ey nO Nee Eee Mace Fo 
2 =o siI'(s+ 2) p=o (pt+a)! ’ 
16 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIV, 1931. 
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ou 


Ss Feth) _ *S' Lemar 'h) _ yt Peat) "; eae 
p=0 (p+ a)! p=a p! p=0 p! p=0 Pp: 


et donc d’aprés (c): 


gee Kt aaa bana P(s+J) — F'(*/) i 
pao (pta)! ~~ —a+t?/2 f(sta—l)! (a—i)/f' °° 


de sorte que: 


C, a Saat ESR ea 3 ied Ge ai. 2 (—1)s a 


oo aw coll sd tedeauel Ve nF hy (a—1)! 2 (2 s)/ \. 
On a donc: 
J nee (x—B) (sin B) (x—B)~* dB = | 
. ae . eee LO 
at ol eon Cee 
— =a Let (a—1)! cy ery | 


ott a est un nombre entier positif ou nulle. 
Egalement on trouve pour l’intégrale conforme 4a celle de (10a): 


[Fb Ae0s A) ea = | 
0 1) . ea) 
== era PETIT i) sinx 


b. En remplacant dans l’intégrale de (11) » par —a, on obtient aprés 
des réductions analogues: 


C= i “Lalx—f) (sin B) (x—B)—* Bp = 
0 


x 2st+a+l 


Bd 
_ (eta g| (3 <(s—p+l) F(p+"/3) _ 


27 Sols DEI Ge iaeeo) a1 a (pa) 


x 2s+a—1 


ale es or S (s=p) P(e+"|0) 
5 ee si oi daarets aot oe 
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ou la derniére somme aprés division et d’aprés (f) se réduit a: 
Fy (sp) (p+'/2) TL as te Lips) f° 
ee eit pte 


—_ (sa) | P(st¥/2) — Fe) | ter ib el Ca) Ph 
eat iat(sta—t)! ein =r (sta—2)! (a—2)/|— 


iz l D(s+*)2) _ (at)2) (st "PCa 2) 
(—a++"/2) (—a+?/2) | (st+a—1)! (a—1)/ 
(—a+"/2) P('/2) | 
ui 2(a—1)/ | 


de sorte que: 


x \2sta—l 
(—1)2-'x -a+2 \ ( 1) @ ut 
2(—a+"2)(—at?/2)(s=0 s/(s+-a—1)! 


_ (Cats) Qn $ Clr | att) Ne seo | 3 


Oe 


(a—1)!/ = | (2s)! 2(a—1)/ 
et ensuite: 
i ‘1 (x—B) (sin B) (x—P)~* BB = 
0 


2x2 t2 


ahaa 1) (2204-3) 


Nes Fl end ¥ aa eas cos x — | (11+) 


c. Conforme 4 J'intégrale de (12) est: 
Cy= [1 (A) (sin p) (oP dp = 
0 


sl] he rT, (x(1—a) ) (sin xa) (1—a)—*+! da = 


rd 2st+a+l 
—)5 md 
ee 2) rpg” 
ee, yr ae tay 
is x 2sta—1 
20) aad) ath alte 3! (3) 5 fet?) 
vs, 2 =o s/I(s+*/2) =o (pta)!’ 


16* 
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ot d’aprés (c): 


Sel) _ pat) 5! Neat ha) _ 


p=o (pta)! =o p! po pl 1G 
See! | T(s+3/;) _ T'e)s) | Ba 
—at3]/,\(sta—i)! (a—1)! 
Donc: 
fe’ ; x 2sta—1 x a—2 
bier) ae He a) MS ra 
2(—a+3/.) (=o sl(s+-a—1)! —1)!,=9 (2s-+1)/ 
et ensuite: 
if 1-4 x—B) (sin ) (x—)-*'dp = 
: eee 


x at2 
Gi 2at3 


(—1): x a—2 ‘ 
Le aAx) — 2(a— We) sinx 


d. Les réduction$ suivantes donnent la valeur de l’intégrale conforme 
a celle de (12a): 


C= { ‘La(x—B) (cos 6) (x—B)-*#! dB = 
0 


can ae | pe ol a - (1—a)) (cos xa) (1—a)—*+!da = 


} 
x 2n+a 


(—1)" an 1 
at Pye ee Ge eke gin l ie aly 
= (—1)¢x- = eal 2, (2m)! Je ant da= 


x 
eee ma) ere) 
F 7 Za Ts 3]) 20 (pray! 


x \2sta—2 
ae ee 5 ig cies Tet) 
eee SI G+]) Ao (eral! 


ou d’aprés (6): 


afer ae 1 | eee 


po (p+a)! —a+3/2}(s+a—1)! oa = 
oe sI'(s+' Ja) LP (s+ +12) FO l2) | 
 —a-f-3/5 (sta— 1)! ' Asta—iyV (a—1)f\" 
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de sorte que: 
x 2st+a—2 
(1) a 


— (-1)j7 at2~, o& 
Pe een (2 6-ierecyt 
r(5) EN a ih ses 
2(a—I)I =o (2s)! Ve 


arr perweras 5 


- x 2sta > x 2st+a—2 
eel og) 
! Serer s!(sta—1)! 1 


et ensuite: 


[Es —P) (cos f) eA) ae = 
0 
(—1)-“ x a2 
ale) += fe410)— Sra on cos 2 


xa t2 


9583)" 
e. Comme complément de l'intégrale de (13) nous calculons la suivante 
Co [1 (0B) (sin 8) (xP) lp = 
0 
—1;(3 2st+at+l 
ASA ems 3! 2 5, (s—p+1) P(p+*/2) _- 
2 Eo (s+2)! F(s+3]2) p=o (p+a)/ 


FEM 
)  (s—p—1) I'(p+?]2) 


Lae Val 3. (3 i 
oe 2 =o s/I'(s+'/2) =o (p+a)! 
ou aprés division et d’aprés (6) 
fe WOH) _ gg y'F OH _*F Pett — 
=0 (p-++a)/ aan 1) 2, (p+a)! p=0 ce —1)/ 
ere—1(T\s+*/2) PCy |! | Ish) 5 Cla) 
= ath |(sta—2) (@—l)/| —a Pa lsta—3y (@—2{ (°° ©) 
(s+ la), P(st+'/2)  (-at°/2)P'C/2)s_— I'C/2) 
(a—1)! (a—2)/ 


ae a 
= Ene 2(s-a—2)! 
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On a donc: 


x 2s+a—3 
See 
ies $ 


7] RE | RY PRI I| (eal Fa | LEA” 


a) a (at 5),)F(Y/) = Bue. 


12 setest wt aan) 1S Esa Tie 


ae ( : = | 


2(a—2)! =o ~~ s! I'(s+'/2) 


: ei an © ee 


a, s!(s+a—l1)! wae s!(st+-a—2)! 


(— 1 exer ) 


Ltr) 
_ 
— 
nN 
— 


{—- 1 a xaat3 


22/2) (— a+?/2) 


ay ee 
—at5], (x8? & (—1)sx2s+1 2 o (—1)sx2s 
—Fenii(Z ) 71 OsEiV? 2e-2i oo Gall at 


et ensuite: 


| iL (x—f) (sin B) (x—f)~**" Bdp = 
“0 


2x83 


a 2G) 2a 


ae Daas x a—2 ; (—1)*-? x a—3 
+ (—1) anda sin ama) cos x 


|| Eales Lala) -. (13) 


f. Conforme 4a I'intégrale de (11a) est: 


Co= i i (x—f) (cos B) (x—f)~* Bdp = 
0 


ei\ x 2s+a 
(ctw g | "G) 5 (spt) Ppt) _ 
2 «SGT A es etal. 4 


x 2s+a—2 


=i] 4 
BD (eee |) lr * ithe . ( ) G = (s—p—'/2)I"(p+']2) 
2° ev tls) een eo ean a 


ou aprés division et division d’aprés (f): 
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F (s—p—'/2)P'(p+']2) _ I(p+'/.) a! F(pt).) __ 
a (p--a)! mee )z p=0 (p-+a)! es (p+a—1)!_ 


= Gee _ Fehr) | i D(s--'f2) P's) | 
—a+/, }( —at?/,/(sta—2)! (a—2)!( 


sta—l)! (a—1)/ 


5 ! sI(s+"2) (a t'/;) P(s+4/2) _ 
(—a+"/2) (—a+3/2)|(sta—1)/-2(s--a—I) 
a (—a+?/2) F'('/2)s peat) P'?/2) | 
(a—l) (a—ly/ | 


de sorte que: 


(xt (2) 2-2 
G cies |e eat es, - (3) 
° ~~ 2(-a+"/2) ae le=tyaten til Bue eae la] \) 


eye x 2st+a—2 is x 2s+a—2 
Tea.) PC). 3 (5) 4 at h)PCh) § (3) 
(a—1)! —s=0(s—1)/T"(s+"/2) (a—1)! so S/T (s+"]2) 


Breer ney, Nes vite, weite)t 


eee —aP ie s! (s+-a)! 5 2 =o s!(sta—1)/ 


—a-+/, x a—1 o Pa eoae —a+'|, x a—2 o (—1)sx?s 
G1) e) Peel) ST eanien ahve ‘ 


et donc: 


x 


Ah 1. (x—B) (cos f) (x—B)-* Bdp = 


ar 2x82 _ —2ati . 
= Earner Fog ati) — .. (1a) 


Za—3 po, a—l 2a—1 x a—2 
a (ee BY | SE) iit y a ae a Veeco ee I = 
(—1) eae! sin x — (—1) ane, cos x 


g. En remplacant » par —a dans l'intégrale de (14) il suit: 


C,= | La (x—8) (sin B) (x—6)*P?dp = 
! 


x \2s+a+1 
a (te a (3 I (se t}) (swept *h)(p+"/a) _ 
20 0 (s+2)P"(s+7/2) p=0 (p+-a)! 


x 2s+a—3 


——] 41 — 
(HI)txn95 (3) spl) (s—p—"/a) Mie") 
2 =x SIT(s+"/2)  p=0 (p-+-a)! ; 
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ou aprés division et d’aprés (f) et (6): 


"S (Se) (spol) __ ys y*p Let) 5. Pet) 
sah (p+a)! = sls") es (p+a)! : = (pra)! 
~~ Ler 1p -1)'3 Pert) sis—'/,) | P{s—'}2) = 


Vi ey ee Vy st.) G+a—2)! eae 


-}- 


Bey. 2s i (s+ fa) ae ee wieae TP(s+"/2) of a 
ahi (+a—2)! “ath (s+a—3)! ~ (a2)! 
Bis a—l P'(s++"/2) P(?/2) = 
—a-+3/2](sta—2)! (a—1)/ A= 


ee eee 2sP(st+']2) — (—at!/2)I(s+"/2) 
(—a+"/,) (—a+3/,) (—a+5/2)) (s—a+2)/ 2(sta—2)! 


(—a tf) (—at 5/,)0(}) sls—'f.) , (atl) (a HL Cld)s 
PROT We esl B: Gan + 
Cathy Feld) 


(a—2)! 


Aprés quelques réductions nous trouvons: 


x 2s+a—3 
aN, ( z) 


A o(s— Iie pa— 2 


(—1 eee a+3 


(—a+"/2) (—a+*/2) (—a+*]2)\; 


Cr 


_ () x 2s+a—3 
eS ae Setiiz G y (—a+?/2) Tae Sears 
ao sisfa—2 (7. 2a—Iyt 2) so (2s—2)/ 


(at J.) (—a 43/2) (x \? g (Itt at th (x)? g (IDs 
tithlyn S(ae-1)f (3) 2 Qs nAN Taare) 2) Qs) f 


et donc: 


if 1. (x—P) (sin B)(x—B)—* 62dp = 
2 Bx—at3 


—~ (—2a $1) (—2a+3)(—2a+5) 
_, (2a—3) (2a—S) 
(——1} Shige Gr cos x + 


+ (—1) mea ie sin ete meats ea 


h. De la méme maniére on trouve pour l'intégrale conforme a 


celle de (15): 


Lanes 
VN Ey boo eS ae (2) 


.(14') 
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Cg=] I. (x—A) (sin B) (x—f)-*** dB = 
0 
(1) : 2s+a+l 
$ £ CHIT OHI) _ 
2 s=0 (s+2)/T"(s+7/2) =o — (pta)! 


_ (Ely 


Dale 2s+a—3 
_ lye g | (3) Sy etvret*l) , 
2 =o s/I'(s+"/2) pa (p+a)! 
aprés division et d’aprés (6) la derniére somme de réduit a: 
2 (Pte) eH) yf Let) _ 
Fo ptey  Polpteniy 2p pay 
=! (Pety) PEN. a1 (Pet) Fe) | 
=a hista—3y (@—2K aff) (sta—2y 1" 
eel} 82 '(s-}5'/5) P(s+'/2) : L'/2) 
—at/2((s+-a—2)! - 2(—a-+"/,) (s+-e—2)!)(—a+*/2) (a—2)!(' 


de sorte qu'il en es, 


Pea tn 


Se aCe pe Ca 


oa 


at 3[a—2)! => (2s)! 


— 


_et ensuite: 


| L., (xB) (sin B) (x—f)-*? dB = 
0 


xat3 


a asda tS Pda (x) oar | aS (x) — 


“iH 


(@a—3) (aay 8 * | 


Sie D: 
(—2a+3)x 
i. Ainsi nous trouvons comme complément de l’intégrale de (13a): 


G= it 1 (x—B) (cos ) (x—p)-*+ op = 


—=s]'}¢ x 
OO ged eR . (3) s (s—p+'/2)I'(p+*/2) _ 


ee eTocs Gta 
ee i. 2st+a—2 
_enyries g | (3 Hsp!) Plot 3h). 


2 so slI'(st+?/2) =o (p+a)! 
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aprés division et d’aprés (3) on a: 
i ner coe LE et A Pe > Leth) _ *y Eet*h) 
ZF ip Fal 0) Oe i Seater a a 
puss-e—}> i (so) L'C/2) | 1 INSt hh) Fas 
( 


~~ —at3/, l(sta—1)! (a—1)y —a+5/,](sta—2))  (a—2)!)_ 
a l sisi (2Za+1)P'(s+7/2) __ 
as) (at /2) | (Sa 4(st+a—1)! 
_ (at’}o) FCI) (s+'/2) — FC /a) 
(a—l Y (a2) 


de sorte qu’'aprés quelque réduction on trouve: 


o (el 


(—1)2-1 x—2+3 


= 2 ah) a(S IN eFe—H! . 
a x 2st+a 
4 2atd 5. (GZ) (~a+*/,) ar co eles 
4 =o s!(sta—l)! 2(a—1)! \ 2 =) (2s)! 
x a—3 
ice 

2(a—2)! =o (2s+1)! \; 

et ensuite: 


fi «(x —f) (cos B) (x—p)-**#" BB = 


0 


2x—2t3 


© (295-43)\(— 2055) 


et fame e ice othe al 


EA Lay, 


2a—5 at nee 
+ (—1)7 4 exinl (=) cos x + (—1)?—- (a2)! sin x\ ) 


j. En appliquant la méme méthode on a conforme 4 I'intégrale de (16): 


jh. a(x) + 


Co = f I. (xB) (sin f) (x—B)-** 6? dp = 
0 


matt Ea 2sta—3 
_ ipa OD (5) 3 (s—p—) (s—p—"1,) Pet). 
2 STG = (+a)! 
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oti d’aprés (e) et aprés quelque réduction: 


"FP (s—p=l) (s—p—"2) FP+3)2) 


=0 (pa)! iy 
ay ayy? > SPD LE eH) 7 (s—p—1) F (ep +3/2) 
pg ree (pte)! ewer ein 5 
= 2 (sT'(s+3/,) | Qats)P(s+%h) |... 6) 
(—a+*/2) (—a+?/2) (—at7/2) (st+a—2)! 8(st+a—2)! 
oa (—a+?/2) (—at’]2) I? /2) s (s+"/2) s (—a+7/2) F'3/2) (s+'/2) 
2(a—1)!- (a—2)! 
(—a+3/2)F (7/2) 

+ 2(a—2)! 

on a donc: 


hee \ (—1)° eal pes 
‘ee (—1)? x 3 2 
peter matali) Gailetai 


cz) | = , 
Za+> 2 2 (ats) (ae io) (ae hot cst: 
DebRee (stash woe aeAA} (=) Sat 9 Pee 


2(a—2) ! 


_ (~at+’],) x a3) (eagle x2s 3(—a+/,) x ase (—1)s x2stil 
(3) Ay shen Ble)! @) Z ay 
et ensuite: 


f Ia (x—B) (sin B) (x—B)-*! dB = 
‘0 


82xc—at4 


=I 2a+5 
= (—2a+3) (—2a+5) G275--7) ir. +1 (x) + re [233 (x) a 


2a) (2a—7) ene 
— (—1) ices |) sin x + 


Bean (i x \e eo oica—3) (x \eot 
SE calles ea esniis ) sin x 


PALO) 


k. Comme complément de l'intégrale de (15a) nous obtenons: 


C= | La (x~B) (cos f) (x—B)-*? df = 


ele 
tape g OMG) ot ret) 
mo 2 =o slI(st+3/2) | p=0 (p-e)l 
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oti d’aprés (A): 
5 eth Pet) _ 1S sl(st*/2)_ _ (a1) Ps r*/2) 


otal ab pi(ste—l Cabhete—l 
PCL.) 
+ CaP if) (@—2! 


donc: 


s x 2s+a—2 me x 2s+a—2 
Pa aa a NG) =a $. (3) 
i 9e-ad)) (Zole-vi ie taie tat haa tealgee tt 


oe 


(aps: x a—3 oo (—1)sx?s+! 
tape?) Seen 


et ensuite: 
ie 1. (x—B) (cos B) (x—p)-*#? dp = 


x—at3 4(a— 1) (—1):—? x \2-3 
=F" alma PI) Poa an as mad Fe 


(15’a) 


l. Conforme 4a l’intégrale de (17) est: 


Ca= | ‘TL. (xB) (sin B) (xp)? db = 


ce : x 2s+a—3 
MG) eernepnreris 
2 =o slI'(s+/2)  p=0 (p+a)! 


ou aprés division et d’aprés (s): 


°F (e+) (ssp) PoP) _ °F sp PH )2) 


cet (p+a)! po =: (pt a—l)! 
2(s—p— I) ip +4) _ (s-+3);) 
SC) 3S ae Screen, an) 
ath) at /ICh) (+l) FC) | 
(—aPp)(ste—2l' (atten G2 
donc: 
‘ x 2s+a—3 
cides See (3) 
12 = 3) (a1) cose 2) 
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Eanes 
Batis 4 ert Bo $ (1)sx 
—2a+3 = si(st+a—2)I 2(—a+3/5) (a—2)! \2 oa (2s te 
Sea x a—4 $ (—1)8x?s+! 
~ae-71(2) =o (2s+1)l ) 


et ensuite: 


i I_, (x—f) (sin B) (x—B)~**? dB = 


Tass(x) + AS? te Temes actegee (17) 


_ 2x08 t4 
~ (—2a+5) (—2a+7) 


(—1)42a—7) (x? es 
a See cos x — (—1) aie) sin *| 


m. Egalement nous trouvons en remplacgant » en —a dans l’intégrale 


de (17a): 


Cy= | ‘Lle—8) (cos 6) (x—f)-**6dB = 


atric ane 
Skat) eee 2 *S (+N) (s—p—*/2) P(e *)2) 
2 =o sII'(st+'/2)  p=0 (p--a)! 


ou aprés division et d’aprés (3) et (A): 


Ft!) (s=p—I2) (2+ /2) 


p=0 (p-+a)! 
pst) LOH (Set O+ I) 
—*| =o(pta—l)! (a ee (p+a)! | ‘2 (p+-a—I)! a 
.(y 
tol) p+) s(s—1)I(s+4/3) 
eeu), ip tall ‘= PHP (fe 2V 


(4a7—1)sI"(s+/,) fi 
— Bat ]asta—2)l | 4(s-fa—2)!* at aa—2 (@—2)1\" 


3I(s+'}2) , (—at7/)FCl)s_— PC /2) : 


donc: 


(oe Onn 


eS ae ee) ( Costa sar 


(—1): x 2s+a—4 (—1): x 2s+a—4 
4a’—1 ed 2 Ak! 44 $ 2 
~ (—at3/2) Ho(s—1)(s+a—2)! ' * Xp  si(s+a—2)! 


(—1)2x—#+4 


252 


(at) ee ee (—1)sx2s—1 3 Xe (—1)s22 ? 
ePT Plz) Ho @s—i)l Tema) as ) 


et ensuite: 


[ 1.60) c0s A) (x—p)-*¥ Pp = 


2x—at4 ( 4a?—_1 


7 (a5) (= 2a ae 2 es 


ees 2a—7 x \2—3 od) We 
me Lapp cay aay iba at renin cos x} 


n. Conforme 4 l’intégrale de (18) est: 


Laub} 3 Laat) - (17a) 


Cis =[L. (x—) (sin B) (x—B)~***?dp = 


st 


( 1) x \2sta—5 
Be eal eee (3 °F (P+1)(s—p—2)(s—p—*2)(p+*/2) 
2 =o sIT(s+"/2)  p=0 (pa)! 


ou aprés division et en appliquant l’identité (») la derniére somme se 
réduit ainsi: 


SF @+Ws—p—2)(s—p—*h) (ph) _* > (s=p—2)(s—p—*/)1"(o-r*}a) __ 
p=0 (p+a)! - p=o (p+-a—1)! 

ip) > GaP Ns ere 

atte (+a)! = 


es: 2 | s(s—1)I'(s++"/2) | (-at'/,)at?/2)sP'(s+'/2) 
~ (—a+?/2)(—a+7]2)(—a+?/2) (st-a—3)! 4(—a+?/2)(s+-a—3)! 


3I'(s+"/2) (—a+’/2)(—a+*/2) IC /2)s(s—"]2) = 


+ 


Fg (saa 2(—a+3),) (a—2)! 
Cat dF Ch)s Pe) | 
(a—2)! (a—3)! \’ 
donc 
x 2sta—5 
Cu fase) ae ae i cog) 4. 
4° (—a+>/2) (—a+7/2) (—a+?/2) (2, (s—2)!(s+-a—3)! 


(—a+"/,at%/2) = He ay “cap ae 


7 4(—a-++3/,) = agua ieee BF = sl(s+a—3)! 


x 2s+a—5 
7 9 (IN 5 
a3 (—a+"/2) (—a+ /2) FC /2) > 2 abl ag 
2(—a+*/2)(a—2)! =o (s—1)/L'(s—],) 
Ly. ran x 2s re) 
_Catiarel) s | "(3 P en) 
feo ee (INT (a--*/,) 3 ep sr (se y,) \ 


de sorte que: 


if. I_, (x—8) (sin f) (x—p)-#+2 pdb = 


roe 


lied \ (2a+9)(—2a-+1) 
(—2+45) (—2a+7) eee aed 7 bas Fam cope ees 


+ phe eoeaaaag) cox t 


aes ae aa) cet 


aaGEa) 


o. Comme complément de l'intégrale de (14a) on a: 


Cis =(x. (x—B) (cos f) (x—f)—? B*dpB = 


ays ab 
Pace eS (3 S (s=p) (s—p—"/2)(p+'/2) 
2 =o slII'(s+7/2)  p=0 (p+-a)! 


ou aprés division et d’aprés (y): 


_ *y sp) sp") P(p+"l2) _ 
p=0 (p+a)! 


on Dy ste) ©) 2 Gap) ety) 
eae 2 Ghee eet 


sI'(s+%/2)__3(—a+"/2) P'(s+*/2) 


~ eo! /2) aan (—a+*/2)) (st+a—1)! 4(s-++a—l)! 
eo\—s-7/,) ca (7/2) s (s+ 2) (—a+"/2) (—a+?]2 T'(?/s) Ca 
—1)/ a 
(—a+"/.) I (h)). 
nF 2(a—2)! 


donc: 


(—1)2—1 ge—at3 \ (1) ( ae 


C= an ey ae / = (s—1)!(sta—1)! 
2s+a—2 2s+a—2 
x 

—$(-FEd) > cw(5) __ €at?/2)(-a+*/2) Nit (§ " 1 

. s=0 5s! (s+a—1)! (a—1)! Ze 1)/T( (s+"/2) 

2s+a—2 
x 
_ at) (Hat 5h) FC /) 3 TP (3) F 
(a—1)) 2 aan 


ature) 3 (5) 


1 eo Tey ae 


et ensuite: 


i 1-2 (x—) (cos p) (x—B)-* p? dp = 
; 


Ie Bx-#43 te deel 
= Cari atars mee 
21 (2a—3) (2a—5) (x\2 / 
+ (—1) 8(a—1)) i sin x + .. (14a) 


+ (—1)7 Cell Kcr) ( ae cos x + 


8(a—1)! 
2 (2a—l) fx\.. 
+ (—1) seam a) sin xf 


p. Egalement on obtient conforme 4 celle de (16a) l'intégrale: 


[E+ A) (cos 6) (<p) 2d = 
“0 


x 2s+a—4 
_ (tact g ON (5) S (sp INs—p— (Hh) 
2 oaoi (StI et) a (p+a)! 


ou aprés division et d’aprés (u) et (py) on a: 
 (S=PHls—p—*)2) Pp +72) _ 
p=0 (p-+-a)! 


og oe ese) sy P+) (s—p—*)2) P(pt3/2) _ 
p=0 (p+-a)! Ps (p+a)! 


2aD 


meet 2 (1) P+) | lath (s+ '/9) _ 
(—a-+3/2) (—a+?/2) (—a+7/2) (st+-a—2)! 4(s+a—2)! 
3(—at*))P(st"2)_ (—at>/2)(—at+7]2)0 P/2)s(s—"/2) rat ce RAMEE, 2 
8(s+-a—2)/ 2(a—1)! (a—s)! 
_ (at*/2) PC /2)) 
(a2) \" 


donc aprés quelques réductions: 


8x78 t4 


§ 
(-2a-+3)(-2a+5)(-2a+7)) 
SED Tass ()— 28) bale) 


x? 


,(2a—5)(2a—7) (x \2—? We, VAR EA Ope 
_ 1 A Raia. a cos x —(—1) ened sin x— 


OE ee Oe te 
eae eremiled cos x| 


q. En finissant nous obtenons en remplagant » en —a dans |'intégrale 


de (18a): 


[ L_a(x-B)(cosp)(x-p)-*1 dp = I (x)+ 


0 
i 
LO a) 


[x= B) (cos A) (+ Pp = 
0 


x 2s+a—4 
_ (etparets 9K) (5) 3 o+IN(s—p—1) (s—p—/,) lo +?/2) 
— 2 & ITCH) x (pray : 


ou aprés division et d’aprés (w): 


"> (p+1)(s—p—1)(s—p—*/,)L" 


p=0 (p+a)! 
we _3/)'5 PLMs-p-DL Oth) "FY (ets-p-)P'(e+*2) _ 
eve aes (p-+-a)! -2, (p+a—1)! i 


a 2 (s(s—1)I'(s+7/2) __ 
~ (-a+?/2)\(—at]2)(—at+?]2)(  (st+-a—2)! 


_ _3(4a*—1)sI"(st+]2) | 3(2a+1)'(s+?/2) 
16(—a+7/,)(s+a—2)! 8(st+a—2)! 


4 bath Nat fC) )sts4 +2) (-at?/a)PC/ast+'l2) F'C/2) 2, 
2(—a+?/2) (a—2)! (a—2)! (a—3)i\" 
17 


a 
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donc on a aprés quelques réductions: 


[7-2-9 (e0s 8) (xp)? fPdp = 


Bx-2t5 1 308) 
(22a+5) (—2a+7) (—2a+9)) ——-4(—2a4-3)x 


sa eae Gye = 4 ye Oe 


Rig olZaa 9) ex x 
tL (—1) TO) cos x + (— ea ean sin x 


pee (x) or 
. (18/a) 


Mathematics. — Asymptotische Entwicklung und Nullstellenabschatzung 
der Hermiteschen Funktionen. Von S. C. VAN VEEN. (Com- 
municated by Prof. J. G. VAN DER CorPut). 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


In einer Arbeit, die demnachst in den ,,Math. Annalen” erscheinen 
wird, habe ich fiir die Hermiteschen Funktionen H, (x) eine asympto- 
tische Entwicklung abgeleitet unter der Voraussetzung, dass n und x 
positiv sind, der Nebenbedingung x <V2(n+1) geniigen, und der Para- 
meter n gross ist. 

Die Funktionen H, (x) werden fiir ganze positive Werte von n be- 
kanntlich definiert, entweder durch die erzeugende Funktion 


—f+2tx — S m 
(da = = Hn (x)7 (1) 
oder durch die Beziehung 
H, (x)= (-1 e* & fe) , iy Seperate) 


Man findet dann die Hermiteschen Polynome. 
Sie geniigen der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


EA AX ee dd HK) ee Pe Oe gy ss. 5 2 (3) 

Nach einer Bemerkung vom Herrn WHITTAKER ') geniigt die Funktion 
(0+) 

ts Pb ee (ae PR OZ ONL AUT 2 a7 <0 Stat. (4) 


—o 


fiir beliebige reelle oder komplexe Werte von n und x der Differential- 
gleichung (3), und bezeichnet fiir alle Werte von n und x (den Fall dass 
n gleich einer negativen ganzen Zahl ist, ausgeschlossen) eine analytische 
Funktion von n und x. Ich werde weiterhin das Integral (4) als Definition 
der allgemeinen Hermiteschen Funktion betrachten. 

Durch Anwendung der Methode der Sattelpunkte wird nun fiir positive 


Werte von n und x mit der Nebenbedingung x<V2(n+1) aus (4) eine 
asymptotische Entwicklung fiir grosse Werte des Parameters n abgeleitet. 

Dasselbe Problem ist schon behandelt worden u. a. von Herrn 
ADAMOFF 2) und vor allem von Herrn WatTSsON?). Herr ADAMOFF hat 


nur den Fall n ganz und positiv, und x klein in Bezug auf V2n be- 


1) Proceedings London Math. Soc., Series I vol. 35 (1903), S. 417—427. 
2) Ann. de 1'Inst. Polytechnique de St. Petersbourg (russisch) t. 5 (1906), S. 127— 143. 
3) Proceedings of the London Mathematical Society (2), 8, (1910), S. 403—417, und (2) 
17, 1918, S. 116—148 (insbesondere die letzte Abhandlung). 
LT 
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handelt. Er findet das Hauptglied der Entwicklung und gibt eine genaue 
Abschatzung der oberen Schranke des Restgliedes. Jedoch gibt er kein 
Mittel an, diese asymptotische Entwicklung fortzusetzen. Die Haupt- 
ergebnisse des Herrn ADAMOFF ergeben sich mit erheblich grésserer 
Genauigkeit aus den meinigen. 

Die Watsonschen Untersuchungen umfassen zwar den allgemeinen 
Fall, bei beliebigen Komplexen n und x, und sie enthalten zwar die 
Mittel um die Entwicklung fortzusetzen, aber das Bildungsgesetz der 
Koeffizienten ist sehr umstandlich, und das macht es praktisch ausge- 
schlossen, mehr als drei Glieder der Entwicklung in Betracht zu ziehen. 
Endlich liefern sie zwar die Gréssenordnung, aber nicht eine Abschdat- 
zung der oberen Schranke des Restgliedes. 

Mein Hauptzweck war, wenigstens falls x und n reell und > 0 sind 
und x << V(2n+1) ist, ein méglichst einfaches Bildungsgesetz der Koeffi- 
zienten der asymptotischen Entwicklung zu erhalten, sodass es méglich 
sein wird, diese Entwicklung beliebig weit fortzusetzen, und vor allem 
eine moglichst kleine obere Schranke des Restgliedes anzugeben, wodurch 
diese Entwicklung zum numerischen Gebrauche vollig zuverlassig wird. 


Wegen 


x<V2(n+1) 
setze ich 
x=V 2(n+1) cosa, Ode. 
Ausserdem setze ich 
o=S4%, 6) 


und ich zeige 


n+1 See he 
Jia (V2(n-+1) cos a) =e!) eros aa x 


+o 
hae as} y"dy + 


sin & 


s An sin \ (sin 2a—2a) + 6 + m (@—a) 


| m=0 
ae 


sin § 


y 3 a) 
+ 7 mie eo } 6) 
}(n-+1) sina} 2 
k+3 
3+ (— 1)? : ieee | 
i. ae |Are2| aa 
{(n-+-1) sin a}? 
3+(—1)**3 | Axis | alee ; 
a Zz sin (A— k+4 | ATS 1 og) Rei 


) fe arate 


£59 


Das Bildungsgesetz der Koeffizienten A, ist sehr einfach und wird 
geliefert mittels der rekurrenten Beziehung 


(m+1) Ams + mAn + (n +1) An2=0 


pit Ag), Ay = A — 0 yume eer a 
Noch einfacher bilden sich die Gréssen 
pee) Ageten 1 Pa, ye i a As «(B) 
nach dem Gesetze 
n+] 


Be p= Be eg 7 Bm-2 (Bac 2. = 5b, == 0, B;=n+ 1). ° (9) 


Die ziemlich einfach gebildeten numerischen Ausdriicke der ersten 
zwolf Koeffizienten B,, sind: 


n+ 1 
1 


Boe Oy oO: B= BS Bes 


2 
pe Bp hh 1+ Ds 
Beaty tiPati+h) 
Pe eri tite tye 


Bp 1G 4 FP eH tis tH +4 HS (10) 


— 


By = — ++ iP +ttetatt+ at 
+(ntIPRGTE+TH+TEGHTDTE-H 
Bee ei 1G e+e eee tat at 
Hint i eatetetytiG+et+yrt 


1)? 
ee te oe a pe | 


m 


Die Grdéssen B,, sind Polynome in (n + 1) vom Grade BI 


Der Ausdruck (6) kann weiter vereinfacht werden. 
Das Endergebnis ist 


H, (V2 (n+1) cos a) = ee ey a ety es |x 


[ 3 Aza F i ee a 


—— (sin 2a—2a) ++ 0-+m (0—a)| + R, 


Satis 41) ai a} 2 
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wo 
2), a 
Ry =) |A n+ pzm) \An+2 : Ras + 
{(n+1)sin a} 2 {(n-+1)sin a} 2 (12) 
k-+-4 
cs) 
+ |An+s| al 


{(n+-1)sin a} 2 


ist. Hierin ist: 


k 
Jal <a + 1a (Se | fiir 0<ass. 


Liegt a im Intervall O<a< a 


in| <2V2+4 es wy ¥2<294 14( 2), 


Sin a 


oe wt 
und liegt a im Intervall, =<a< =~, so hat man 


eae 


|| es (@—a) 


Diese ra aia gilt fir alle positiven Werte von n, und fiir 
0 << os = Sf 
Die Anwendung von (6), bzw. (11) bricht zusammen falls 
i (n—%) 
ist, weil dann die Restglieder O (1) werden. Das ist eine zu bedauernde Tat- 
sache, weil gerade das zur absolut gréssten Nullstelle von H,(V 2(n+1) cos a) 


gehérige a héchstens von der Gréssenordnung n—® ist. 
Nach den Untersuchungen des Herrn BOTTEMA') gilt namlich fiir 
die grésste Nullstelle x, von H, (x) 


V2 n—C, n® << V2 n—C, n’/ 
mit Ps 
GC. Ass) (= 246 3. nel. \ 


(13) 


Obgleich also meine Formel (12) mich nicht in den Stand setzt eine 
genaue Abschatzung der absolut gréssten Nullstelle x, zu liefern, (d. h. 
eine Abschatzung die um so genauer wird, je nachdem n grdsser ist) so 


1) O. BOTTEMA. Proceedings Amsterdam Vol. 33 N®. 5, 1930, S. 495. 
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wird sie es mir doch erméglichen, unter Benutzung der BOTTEMAschen 
Ergebnisse, diese letztere erheblich zu verscharfen. Insbesondere werde 
ich zeigen, dass fiir n 2 gilt 


2 (n+1)—C,! (n-+1)8 < x,? < 2 (ntl) —C,' (nt+1)t 
Coal sy: C,' > 2,3. 


Der Exponent 4 im linken Gliede der BOTTEMAschen Ungleichung 


2 


(13) kann also zu 4 herabgedriickt werden, d. h. (n+1)3 gibt die wahre 
Gréssenordnung der Differenz 2(n+1)—x,? an. 

Ich werde diesen Teil meiner Untersuchungen hier vollstindig aus- 
fiihren. 


mit 


Hilfssatz I. 


Wenn die absolut grésste Nullstelle x,—=V 2(n+1)cos a, des Hermite- 
schen Polynoms Hn\(x) 


rs )2n Cr 
ist, wo C eine positive Zahl mit 
Canter 2 (14) 


bezeichnet, so ist 


1 one sie V/$ ne 


C\F( 
pais (n+1) sin? ae > (F) \ 


Beweis: Wegen 
2 (n+1) cos? a, << 2n—C.nd 


ist 
1 + nt a t+ nd 
sin? a, > > — (wegen (14)) 
sont 
also 
a, > sin a, > Ver? 
und 


(n+1) sin? a, > oe Oe = ar w.z.b.w. 


n 
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Zusatz: 
Mit der BOTTEMA’schen Schrankenkonstante (13) 
epee ki 
findet man 


> Sian 3b nt) 
und \" 
(n+1) sin? a, > 372 


(16) 


Diese Abschatzungen gelten fiir n > eyes wegen (14). 


Hilfssatz II. 
Fiir O<a<F ist 
2a — sin2a _ 3a etic ee ee 


4sin?a ~~ 4 


ioe 


Beweis: 


a 


2a — sin2a=2 fu — cos 2y) dy =4 f sin* y dy. 
0 ‘0 


Setzt man hierin 
SU} == SiMlGmeSiiLee, 

so findet man 

wT 
: 

sin? z cos z dz 
— 

V1 — sin? a sin? z 


2a — sin 2a=4 sinia 


also 


rT 
oy 
2a — sin 2a > 4 sin? a [ sin? zcos 2 de= $ sin’ a, 
a 


Tr 


2 
2 
: : sin? z Cos z dz ; : : 
2a — sin2a<4sin'a EEE = 4 sind a [ sin? ede =n sin*a 

J WV1— sin? z 2 


na 


Hieraus folgt die Behauptung. 


Hilfssatz II. Fiir 
(n + 1) sin3a>3-*;n>0; e=542 und as 


ist 
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sin 8 i= 
{ e (a tl)y’sina d = 0.86V a (18) 
“J 2V (n+ 1)sina 
Vorbemerkung: Das Integral 
He cae dy 
hat bekanntlich den Wert 
Vin 
2V(n +1) sina 
Beweis : 
sin 6 ' 1 sin 
en (ntl)y?sinx dy = Bee! —x? dx 
J y roti) ; 
0 0 
aap ¥ 
22 4 
i e dx (wegen sind <4//2) 
eal nae (n+ 1) sina, 
1,074 eS 
1 0. 2 
>——_—__———.-- { —* dx > —————— ZED AW 
Vagal) sin a2 onn EO IT Tre, ean 
0 
nach den bekannten Tafeln der KRamPschen Funktion 
Dei 
(Pa i e dx 
0 
(sieh z. B. CZUBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 411). 
Ich gehe zuriick zu Formel (6), und setze hier k=0, also 
n+1 eat \—n 
H, (V2 (n+1) cos a) Nab Pe her (Ve) x 
I 2 
A tnt tyte 
x | Ao sin a (sin 2a—20)+4} | oot dy + (19) 
=p 
Pee cee Ms 


ity edhe | mielai <1 


sin (@—a) }(n+1) sina }? 


(wegen (7) ist A, = A,=0; iibrigens ist Ay —1,|A;]| ="J) 
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Die Nullstellen von H, (“2(n-+1) cos a)') werden also gefunden aus 
+0 


. \nt+l,. Ome STE hye 
sin 5) (sin 2a—2a) -+ 3 4 TT fe (n+) y sino dy + 
Tne (20) 
A 1 
1 3sin(6—a) (n+1) sin?a ’ 
wo / eine Zahl mit Absolutwert <1 bezeichnet. Wegen 
Sik GP Sha qt 
ea ey | ee 7 und >> 
ist ¥ 
sin (@—a) > 4 vo. 
Die Nullstellen werden also auch gefunden aus 
Pet ete ee Oe Shy 
sin 5 (sin 2a—2a) + 2 + - 
MV 2 1 =, 
3 (n+1) sin? a = - (21) 


feeds crip tee dy 
0 


0 
wo |A!| <1 ist. 

Nach den Ergebnissen von Herrn BOTTEMA ist bei der Bestimmung 
der absolut gréssten Nullstelle V2 (n+1) cos an gewiss 


a, >0O ; (n+1) sin? a, > 37 (nach (16)), 
also 
V2 ] 
3 (n+) sin? a, ee mS 


sin 9 


| fates a, dy ab a, dy 
a 
0 


0 


Vee gra) 5 | 
3(n+1) sin? a, x (1 + 0.86) (nach Hilfssatz III) (22) 


eet 1 s 2% 34 
 2.79V aV (n+1)sin3a, ~2.79V2 


(wegen (16) ) 


< 0.3764 < 0.38 < sin = 


') Bekanntlich sind die Nullstellen von Hn (x) fiir reelle Werte von n alle reell und 


liegen sie im Intervall (— V/2(n+)), +12 (n-+-1)). (Sieh z.B. HILL, A Class of reciprocal 
functions, Annals of Mathematics (2), 27, 1926, S. 432). 
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Wegen (21) und (22) haben wir die Nullstellen zu bestimmen von 


f(a)= sin bys Oe aie) 5 + A sin - aoe 0 Sete) 


wo / eine reelle Zahl mit Absolutwert < 1 bezeichnet. 


Setzt man 
um (2a — sin 2a) — > — = = g(a), 
so hat man 
f (a) = sin g(a) + Asin = mit |a)<1,. . ae (24) 


(0) = — 2 und g'(x) = 2 (n +1) sin? x— 4, 


Wird die im Intervall 0<a a — liegende Zahl £ durch 


1 


sie 


(25) 


definiert, so ist g(a) im Intervall 0 = a= monoton fallend, im Intervall 


— — => monoton wachsend. Folglich ist im Intervall O=a=é 


S, 
Pijecn jae Ole bse ay, .- » (26) 
Da & zwischen 0 und - liegt, ist 
uc, 
eo > sin é, 
sodass aus Hilfssatz II hervorgeht 
n n+1 1 is 3 
g(é)= ea (2& — sin 2&) — heer y 
n+ 1 3x 
nae Bee + sin? é—Zsint—> 
1 a 3x 


Saves Vane Gar YES ge | E3 . . (wegen (25)) 


a 3x 7x 
eee Bie ayer 


Fiir jedes a im Intervall 0O=a=£6 gilt dann wegen (26) 


3x 


7 = 
a Sg 5 
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somit 


sodass aus (24) folgt 
f(a) 40. 


Hiermit ist bewiesen, dass f(a) im Intervall 0 = a= é keine Nullstelle 
besitzt. 


Die Funktion g(a) wachst im Intervall =a — monoton von 


va 
2, 


2 8 


Intervall zwei eindeutig bestimmte Zahlen y und 6 mit 


g () bis g & a a, sodass fiir n => 2 wegen g (é) > — ae in diesem 


g)=— > und 9()= 3 Me gee Pee es 


liegen. Im Intervall §=a=~y ist 
7 e 
+ F<90S9()=9)=— 
also 


Pn i Ad e 

| g (a) | = sin ey 

aus (24) folgt nun, dass f(a) auch im Intervall -=a=vy negativ ist, 

also keine Nullstelle hat. Andererseits folgt aus (24) und (27), dass f(6) 

positiv ist, sodass zwischen y und 6 wenigstens eine Nullstelle der 

Funktion f(a) liegt. Das kleinste a, mit f(a,)—=0 liefert die grésste 
Nullstelle x, =V2(n-+1) cos a, der Hermiteschen Funktion H, (x). 

Hiermit ist bewiesen 


yaa, < 0, 
somit 
2(n + 1) (1 — sin? y) > x,? >2(n+1)(1 — sin? 6). . . (28) 
Aus (27) folgt 
sl ER No ees ee ae 
0) ee 7 (2y — sin 2y) 5 ree 
Fae: 5 t (2y — sin 2y) =< OF x cindy — 


nach Hilfssatz II, also 


(n + 1) sin? y > 4, somit sin y > 
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Auf dieselbe Weise bekommt man 


9 (3) = = 2S (20 sin 28) = 
> 2 (26 — sin 25) 2 —# 
>it dcintd — a 
Beri fete lie alsa 
(n+ 1) sin? 6 <7 | somit eee ne . . (0) 


Fiir die absolut grésste Naullstelle x, —=V 2(n+1) cos a, der Hermi- 
teschen Funktion H, (x) ergibt sich somit wegen (28), (29) und (30) 


2in + 031 — (ser, abs ale <me? <2(n BPO amen) 


d.h. 
2 (n+ 1)—Cy' (n+ 1)? <x? <2(n +1) — Cy (n + 1)8, 
giiltig fiir jedes n = 2; hierin ist 


ar<2 (7)! 261 und Cy 2 (ah > 2.3, 


Chemistry. — Uberhitzung und intensive Trocknung von Fliissigkeiten. 
Von A. Smits. (Communicated by Prof. P. ZEEMAN.) 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Im Bezug auf die Mitteilung von ERNST COHEN und W. A. T. COHEN—- 
DE MEESTER !), méchte der Verfasser Folgendes hervorheben. 

Was meine Bemerkungen beziiglich der Abhandlung von LENHER 2) 
anbelangt, diese betreffen 19. die Methoden zur Aufhebung einer Uber- 
hitzung und 2°. die von 2 Juni 1922 bis 7 Februar 1924 ausgefiihrten 
Siedepunktsbestimmungen an getrocknetem Benzen. 

Die Beschreibung dieser Experimente und die damals gezogenen 
Schliisse wurden nochmals wértlich wiedergegeben, weil LENHER nur ein 
Teil dieser Versuche wiedergab. 

Die Methode der, Siedepunktsbestimmung schien mir bald nach dieser 
Publikation in 1924 zum Studium des Einflusses der intensiven Trocknung 
auf innere Umwandlungen nicht vollkommen einwandfrei, weil es nicht 
ausgeschlossen war, dass die Méglichkeit einer Uberhitzung mit dem 
Trocknungsgrad stieg. Deshalb wurde beschlossen die Siedepunktsbestim- 
mungen nicht fortzusetzen, sondern das Problem zu verfolgen durch die 
vollkommen einwandfreien Dampfdruckbestimmungen, womit ich schon 
in 1923 angefangen hatte. Bei diesen Bestimmungen wurden nach inten- 
siver Trocknung zwar anfangs Dampfdruckerniedrigungen gefunden, aber 
nur sehr kleine, sodass die starken, von BAKER gefundenen Siedepunkts- 
erhéhungen schon sehr verdachtig wurden. 

Die Konklusion von COHEN c.s., dass die von BAKER an intensiv getrock- 
neten Fliissigkeiten gefundenen starken Siedepunktserhéhungen nicht ohne 
weiteres dem Trockner zugeschrieben werden kénnen, ist nicht neu. In 
1928 wurde Verfasser namlich bei der Wiederholung eines Experimentes 
» BAKER’s zum Studium des Einflusses eines elektrischen Feldes auf den 
Siedepunkt?) nochmals auf das Gebiet der Siedepunktsbestimmungen ge- 
fiihrt und aus der Abhandlung, welche bald darauf in 1928 publiziert 
wurde, zitiere ich hier Folgendes : 

,,Now it is known, that the most favourable conditions for superheating 
is to heat in a bath, and the best way to prevent superheating is to heat 
with a small flame applied at a point on the bulb containing the liquid. 
When heating was effected in the latter way, with application of the 
electrical field the benzene boiled at 80.5° and the phenomenon mentioned 


1) Versl. Kon. Akad. v. Wet. 33, (1930), p. 1003. 
2) J. Phys. Chem. 33, 1579, (1929). 
3) J. Chem. Soc. London, 1928, 1055. 
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by BAKER had disappeared completely, thus showing, that his high boiling 
points may be effected to an unknown degree by superheating.” 

Dieser Schluss wurde also schon vor zwei Jahren vom Verfasser 
gezogen. 

Was nun die eigenen Versuche der obengenannten Autoren anbelangt, 
muss ich Folgendes bemerken. 

Auf Grund friiherer Untersuchungen!) habe ich ausdriicklich betont, 
dass obwohl die Erhitzung mit einem Fliissigkeitsbad leicht zu Uberhitzung 
fiihrt, diese stark reduziert werden kann, falls man gewissen Anforde-: 
rungen Geniige leistet 2). 

Es leuchtet ein, dass bei einer Nachpriifung dieser Aussage Versuche, 
bei denen nicht allen Anforderungen gleichzeitig Geniige geleistet wird 
(siehe Tabelle 2, 3, 4) wertlos sind. Deshalb sind denn auch die Bemer- 
kungen unter 12 unzutreffend. 

Unter 6 wird ein ausserst merkwiirdiges Resultat BAKER’s nicht erwahnt, 
welches illustriert, dass ich qualitativ zu demselben Resultat gelangte wie 
BAKER; in diesem Zusammenhang brauche ich nur auf ,,The Theory of 
Allotropy” S. 318 hinzuweisen. 

Es ist ebenfalls einleuchtend, dass das, was unter 7 steht, unrichtig ist. 
Wo es heisst ,,verlieren die Zahlen, welche als ,,rise’’ angedeutet sind, 
ihre Bedeutung’, hatte es logisch nur lauten kénnen: ,,lasst sich nicht 
sagen, was die Bedeutung dieser Zahlen ist’, und deshalb ist denn auch 
die Ausserung ,,dass man hier nicht von einer Erhéhung des Siedepunktes 
reden darf, ist evident” ein unlogischer Schluss. 

Weiter bekommt man nicht den Eindruck, dass, wo eine gewisse 
Methode befolgt wurde, diese in der Tat richtig ausgefiihrt worden ist. 
Denn, dass es nicht gelang, (siehe Tabelle 5, 6, 7) bei Erhitzung mittelst 
eines Mikrobrenners auch ohne Siede-erleichter, bei den genannten orga- 
nischen Fliissigkeiten ein regelmassiges Sieden ohne Uberhitzung zu 
erhalten, beweist, dass die Versuche nicht richtig ausgefiihrt wurden 
und man nicht betrachtet hat, was man mit einem Mikrobrenner erreichen 
kann. Um die Uberhitzung méglichst weit herabzusetzen, muss, wie ich 
schon friiher bemerkte, nur ein sehr kleiner Teil von der Wand des Siede- 
gefasses ziemlich stark erhitzt werden. Man bekommt dann an dieser Stelle 
eine starke Dampfbildung, welche den iibrigen Teil der Fliissigkeit bis zur 
Siedetemperatur erhitzt. Das Ziel ist also eine sehr lokale Erhitzung, und 
diese kann man 4usserst leicht mit einem Mikrobrenner realisieren. Auch 
dient man natiirlich dafiir Sorge zu tragen, dass die erhitzenden Dampf- 
blasen méglichst wenig mit der Quecksilberkugel des Thermometers in 


1) Z. Phys. Ch. 39, 385 (1902). KOHNSTAMM, Diss., Amsterdam, (1901). 

2) Es wurde hierbei an den Fall gedacht, dass man, wie bei der intensiven Trocknung, 
gezwungen ist mit kleinen Mengen Fliissigkeit zu arbeiten. Bei grdsseren Fliissigkeits- 
mengen hebt man die Ueberhitzung, wie bekannt, am leichtesten durch Erhitzung mittelst 
eines Dampfstromes auf. 
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Kontakt kommen; darum erhitzt man ein wenig von der Seite1). Wenn 
man das alles nicht beachtet und den Mikrobrenner gebraucht wie einen 
Bunsenbrenner, so bietet dieser natiirlich gar keinen Vorteil. 


Laboratorium f. Allgem. und Anorg. Chemie 
der Universitat. 
Amsterdam, Dezember 1930. 


1) J. Chem. Soc. 1928, 2399. Nur bei Wasser ist es, ausgenommen bei Erhitzung mittelst 
eines Dampfstromes, schwierig, die Ueberhitzung vollkommen zu beseitigen (siehe auch 
Z. Phys. Ch. 39, 385 (1902)). Elektrische Erhitzung, auf bestimmte Weise ausserhalb 
angebracht (siehe Chem. Weekbl. 15, 63, 1918), fiihrt nach demselben Prinzip bei orga- 
nischen Fliissigkeiten auch zum Ziel. Erhitzung innerhalb der Fliissigkeit mit einem 
elektrisch erhitzten Platindraht gibt ebenfalls eine lokale Erhitzung und kann daher auch 
die Ueberhitzung aufheben. Da ich aber dabei manchmal eine geringe Zersetzung der 
organischen Fliissigkeiten konstatierte, ist diese Methode nicht immer zu empfehlen und 
selbstverstandlich niemals bei Versuchen iiber den Einfluss intensiver Trocknungen wegen 
des méglichen katalytischen Einflusses des Metalldrahtes. 


Geology. — Geology of Central-Curacao. By L. W. J. VERMUNT and 
M. G. RUTTEN. (Communicated by Prof. L. RUTTEN.) 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


In the spring of 1930 some students of geology visited Curacao, Aruba 
and Bonaire in the company of Prof. L. RUTTEN. 

It is intended to give here a report of the result of their investigations 
in Central-Curacao. 

The island of Curacao, which had already been investigated cursorily 
by K. MARTIN, was at a later date treated more thoroughly by J. J. H. 
MOLENGRAAFF and described in ‘‘Geologie en Geohydrologie van het 
eiland Curagao’’ 1929. In said publication the geology of the western part 
of Central-Curagao is only outlined roughly; consequently there was 
every reason to subject this region to a more minute investigation, the 
more, as the possibility existed of finding in this district indications about 
the pre-or old-tertiary trends in the island. 


Stratigraphy of the “Midden-Curagao” beds. 

In this district the ““Midden-Curacgao’’ beds have their greater extent 
and nowhere in the island are they better developed. We can divide them 
into three zones viz. an oldest conglomerate zone, contrasting sharply 
with the middle zone, consisting of sandstone and shale and a third purely 
shaly topzone. 


Clastic constituents of the conglomerate zone. 

On examining a number of slides of conglomerates under the microscope 
we find, as is to be expected, common constituants. The cement in all the 
conglomerates is calcareous, but present in quantities which vary conside- 
rably. The following constituants occur in practically all rocks: 

1. Diabase varying from more or less weathered to fresh. A few 
diabase-like rocks also contain much epidote; some of them are entirely 
epidotized. A fragment which may be allied to these rocks is a pebble of a 
quartz-epidote rock. (D 11918.) 1) 

2. Rounded pieces of chert consisting of fine quartz-aggregates, 
frequently very clear, occasionally greatly polluted, bearing clear evidence 
of stratification. 

3. Large idiomorphic and rounded feldspars, usually albite. 


1) The “D” numbers refer to the collection of microscopical slides in the Geol. Inst. 
of the Utrecht university. 


18 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIV, 1931. 
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4. Rounded and angular quartz-crystals, frequently cataclastic, some- 
times giving the impression of being of effusive origin. 

5. Coarse quartzitic quartz~aggregates. 

At the side of these constituents of frequent occurrence, a number of 
interesting, rare elements are also met with in the conglomerate strata. 

6. Amphibolites, consisting of hornblende (pleochroism: yellowish 
green to bluish green), between which dusty acid plagioclase (C 64) 1), 
while in one thin-section quartz-drops occur in the feldspar (C 44). 

7. Mica-schists, composed of quartz and sericite (C58, C59). 

8. Microcline gneiss, a grain consisting of a microcline crystal and a 
cataclastic quartz (C 43). 

9. A grain of a pegmatitic rock, consisting of very dusty acid 
plagioclase and quartz (C 28, D 11918). 

In many preparations we find numerous transverse sections of organisms: 
Lithothamnium, small gastropodes, lamellibranchiates, siphonal calcareous 
algae and foraminifera (Nodosaria, Textularia, Globigerina). 


Clastic constituants of the sandstone and shale zone of the “Midden- 
Curagao”’ strata. 


The sandstones contain a great amount of mica and chiefly angular and 
rounded quartz, which is in a few cases of effusive origin with glass 
enclosures and gasbubbles. The mica mainly consists of small muscovite 
plates, while a little biotite sometimes occurs. In these deposits, too, we 
come across a fair number of rounded chert grains. 

In slide D 11927 we find a few grains of a chlorite-mica-schist, consisting 
of sericite and chlorite, between which there is fairly much quartz. There 
also occurs a muscovite-biotite-gneiss, composed of well trended muscovite- 
scales, a pale green decolorized biotite and feldspar, which cannot be 
determined exactly. It should still be mentioned that apatite, zircon and 
tourmaline occur in slide D 11986. In some places the sandstones are 
exceedingly calcareous ; occasionally they alternate with limestones. 


Shale-zone. 


In the shale-zone, 300 metres north of the country house Rif, there is 
a thin sill; under the microscope the rock proves to be an abbitite, 
consisting of smaller and bigger albite-oligoclase-crystals, secundary quartz 
and calcite and a little chlorite. In all probability we have to deal with a 
vein-rock genetically connected with the quartz-diorites met with in North- 
Curacao. MOLENGRAAFF only found eruptive dykes in the diabase and 
the ‘‘Knip” strata. Their occurrence in the ““Midden Curacao” strata points 
to the fact that the intrusions are younger than these beds and the Lower- 
Eocene age of these eruptive rocks, assumed by MOLENGRAAFF becomes 
more probable. 


1) The “C” numbers refer to our collection of Curacgao-rocks. 
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Nature and origin of the clastic material of the ““Midden Curacao” strata. 

It is clear that at the contact of the ‘“Midden-Curacgao’” conglomerate 
and the older strata we may expect an increase of clastic material from 
these older strata. Consequently we find, for instance, where the road 
from Klein-Fontein to Sabana Meimei crosses the boundary Diabase 
“Midden Curagao” beds, a greatly predominating quantity of diabase 
pebbles in the conglomerate, in fact to such an extent that the weathered 
conglomerate can hardly be distinguished from weathered diabase. South 
of the Seroe Rondo there is an outcrop of ‘‘Seroe Teintje’ limestone and 
here, too, we observe in the immediate vicinity a great increase in the 
number of limestone pebbles in the conglomerate. 

As minerals of the Conglomerate-zone we mentioned chiefly quartz and 
feldspar. Neither the dusty, frequently cataclastic quartzes, nor the big 
clear quartzes with an effusive character can be derived from any Curacao 
rock. In N.W. Curacao a number of quartz-bearing rocks occur as quartz- 
diorite and quartz-augite-diorite a.s.o. which have been described by 
MOo_LeEnNGRAAFF, but the distribution of these rocks is so slight, that their 
share in the composition of the ‘““Midden-Curagao”’ strata may be neglected. 
Besides, MOLENGRAAFF ascribes a Lower-Eocene age to the quartz- 
dioritic rocks and consequently considers them as being younger than the 
“Midden-Curacgao”’ strata. 

The rounded grains of quartzitic rocks, too, cannot have originated from 
Curacao. 

As to the feldspars, it is not impossible that they have originated from 
the diabase. 

The rounded chert fragments can also easily be recognised as material 
from the underlying older “Knip”’ strata. 

The muscovite, especially so numerous in the sandstones and the rare 
biotites must have been conveyed there from outside Curacao. 

Quite alien to the underground of Curagao are the amphibolites, mica- 
schists, pegmatites and microcline-gneiss from the conglomerate-zone, a 
chlorite-mica-schist and a muscovite-biotite-gneiss from the sandstone- 
shale-zone. The comparative scarceness of these rocks and the smallness 
of the granules point to a great distance of the place of origin, in contrast 
with Bonaire, where in the ““Soebi Blanco” formation we find large pebbles 
of gneiss material predominant 1). 

From this it appears, consequently, that though the “Soebi Blanco” 
strata in Bonaire and the “Midden Curacao” strata were deposited in 
about the same period (latest Cretaceous or oldest Tertiary) the 
circumstances must have been quite different for the two islands. 

As the only district in the vicinity where we come across such schistose 
and gneissose rocks is in N. Venezuela, it is not improbable that the 


1) P, Pypers. The occurrence of foreign pebbles on the island of Bonaire. These 


Proceedings 34, 1931, p. 168—174. 
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rocks alien to Curacao have originated frome there or from a territory 
geologically allied to the N. Venezuelan mountains, which was situated 
between Curacao and South-America in pre-upper-cretaceous times. 


Thickness and distribution of the “Midden-Curacao”’ beds. 
The attached geological map shows that the conglomerate zone is missing 
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in the West and consequently here the sandstone-shale-zone lies 
immediately on the ‘‘Knip” beds, 

One kilometre to the East there is a distinct fault. Here the conglomerate 
zone commences, which is approximately 200 metres thick on the outset. 

Further to the East the conglomerate-zone gets much thicker and South- 
East of Cas Abau (Section 3) it is about 450 metres. 

North-East of the country house Porto Marie the ‘‘Midden-Curagao”’ 
beds curve to the N.N.E.; the conglomerate zone gets broader and 
broader, while the pebbles get bigger and bigger. Where the anticline 
dips to the E.S.E. an estimate of the thickness of the conglomerates in the 
longitudinal profile along the axis is possible: the thickness here amounts 


Pf he 


to approximately 550 metres. In the N.E. the conglomerates lie immediately 
on the diabase. Consequently we must assume here, that the “‘Knip’’ beds 
were removed already before the deposit of the ‘“Midden-Curacao’’-beds. 
So this, together with the numerousness of large ‘‘Knip” pebbles in the 
conglomerate, points to an unconformity between ‘‘Knip” and ‘““Midden- 
Guracaos. 

The boundary between the conglomerate-zone and the sandstone- 
shale-zone is very distinct. In general it is in conformance with the 
boundary conglomerate-zone — ‘‘Knip” beds. As a result of strong folding, 
e.g. near St. Willebrordus and South of Jan Kok, it is less possible to give 
definite figures for the thickness of the sandstone-shale-zone than for that 
of the conglomerate zone. 

We may however assume, that its thickness is at least about 700 metres. 
(Section 5.) Nothing can be said about the thickness of the shale-zone. 


“Knip’-beds. 

To the “Knip’’-beds belongs the district surrounding the Seroe Mameter. 
We find in several places, f.i. South-East of the Seroe Mameter on the 
boundary with the ‘“‘Midden-Curagao” conglomerate “‘Knip’’-chert which 
is quite caracteristic. In general, however, the ‘‘Knip” which we meet with 
on the Seroe Mameter, is developed atypically; side by side with the 
normal chert and tuffaceous beds, we find here a calcareous-marlaceous 
facies. MOLENGRAAFF knew from the “Knip’’ dolomitized and calcified 
chert; here we have to do however with pure limestones, in which some- 
times very small angular plagioclase and quartz-crystals occur. North 
West of the Seroe Mameter in the direction of St. Jan the quantity of 
chert increases, while in the same region the boundary between the 
sandstone-shale-zone of the ‘“‘“Midden-Curagao”’ beds and the ‘‘Knip”’ beds 
is difficult to trace in consequence of the shaly development of the “Knip” 
beds and the diappearance of the ‘“‘Midden-Curacao” conglomerates. 

The isolated outcrop of ‘‘Knip” in the diabase-region South of Sabana- 
Meimei is very remarkable. The stratified rock proves to be a fine vitric tuff 
under the microscope. We may probably assume this to be a small 
downfold in the diabase. 


Tectonics of Central-Curagao. 

On the geological map of the surroundings of Porto Marie the attention 
is immediately attracted by an anticline distinctly directed East-South~- 
East and sharply dipping in that direction, consisting of ““Knip” beds and 
“Midden Curacao” beds, running from St. Jan till past the Seroe Mameter. 
Said anticline, which is partly overturned on the Northern and Southern 
wing (section III), still shows the same strike as MOLENGRAAFF gives for 
the great anticlinorium in North-West Curacao and consequently proves 
that a bending of the main strike in an East-Western direction, as is 
assumed by MOLENGRAAFF already to occur to the North of this region, 
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has not yet taken place here. If we assume this bending, to which points 
e.g. the direction of the boundary between conglomerate-zone and sand- 
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stone-shale-zone East of St. Bastiaan, then it does not take place until 
much more to the South than is given by MOLENGRAAFF. 

The whole series of ““Knip” and ““Midden-Curagao” beds may, however, 
also be considered as being an East-South-East dipping anticlinorium ; 
to this might point e.g. a few strikes South of Koenoekoe Abau (a little 
East of the map), which run North-North-East. In this case the trend of 
the Old Tertiairy folds would therefore correspond more or less with that 
of the younger folds. The solution to this problem would have to be found 
from the trends in the Southern sediment belt of the eastern diabase region. 

This is, however, no longer present in Curagao. Consequently we have 
to take both possibilities into account. 


Botany. — Ueber die Bedingungen, welche die Wuchsstoffproduktion 
beeinflussen. Von H. G. DU Buy. (Communicated by Prof. F. A. 
F. C. WENT.) 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Die hier ver6ffentliche Arbeit befasst sich hauptsachlich damit, Tatsachen 
zu bringen, aus denen ersichtlich ist, inwieweit das physiologische Verhalten 
der Wuchsstoffe mit den allgemeinen Regeln der chemischen Kinetik in 
Uebereinstimmung gebracht werden kann, und inwieweit die Produktion 
des Wuchsstoffes hiervon abhangig ist. 

Nachdem F. W. WENT in seiner grundlegenden Arbeit (1928) das Ver- 
halten von kleinen Mengen Wuchsstoff studiert hatte und so den quanti- 
tativen Zusammenhang zwischen Wuchsstoff und Wachstum festgestellt 
hatte, blieben natiirlich noch manche Probleme zu lésen iibrig. Daher ist 
hier untersucht worden, inwieweit bei grésseren Wuchsstoffmengen die 
Ergebnisse auf eine Abhangigkeit der Kriimmungen von den folgenden 
Faktoren hinweisen : 

I. von der Konzentration und damit zusammenhangenden Problemen 
(Konzentration K des Agars bzw. Wuchsstoffes). (Siehe: Ver- 
suchsserien a, b und c.) 

II. vom Geotropismus. (Siehe: Versuchsserie d.) 

III. vom Alterzustand der reagierenden Pflanzen bzw. deren Zellen. 

(Siehe: Versuchsserie e.) 


A. Im folgenden mége nun eine wegen des beschrankten Raumes nur 
gedrangte Uebersicht iiber die Versuchsreihen mitgeteilt werden, aus denen 
sich die unter B besprochenen allgemeinen Resultate als beste Erklarungs- 
méglichkeit ergeben ; genauere Ausfiihrungen werden spater folgen. 


iL. 
Einfluss der Konzentration. 


Serie a. Konzentration des Agars (K.). 

Die Aufnahme-Kapazitat des Agars fiir Wuchsstoff ist je nach der Agar- 
Konzentration eine beschrankte : 

a,;. Wiirfelchen von 3-, 6- und 12 %-tigem Agar, je mit einer Spitzen- 
stunde Avena-Wuchsstoff versehen, werden einseitig aufgesetzt. 

Folgende Kriimmungen werden beobachtet : 

(Wenn nicht besonders angegeben, ist die Kriimmung 
stets nach 110 min festgelegt.) 


3% Agar Winkel von + 11.8° 
6%. Be Wkse 2 ELS? 
12 % ” ” ” oe 02) 
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ay. Nicht nur die Aufnahme-Kapazitat des Agars kann beschrankt sein, 
sondern ebenso seine Abgabe-Fahigkeit: Es werden Wiirfelchen je mit 
11/3 Spitzenstunden!) Avena~Wuchsstoff versehen. Einen Teil der Wiir- 
felchen lasst man dann bis zu 2/3 ihrer urspriinglichen Grésse eintrocknen, 
darauf werden alle Wiirfelchen auf dekapitierte Koleoptilen gesetzt. Als- 
dann ergeben sich folgende Kriimmungen : 
Kriimmungen der Pflanzen mit auf 2/3 ihrer Grésse 


. 


ausgetrockneten Agar-Wiirfelchen : Winkel von + 10.8°. 
Kriimmungen der Pflanzen, deren Agar-Wiirfelchen 
nicht austrockneten ¢ 8 , 6 eS 


Diese Erscheinung, dass die ausgetrockneten Wiirfelchen kleinere Kriim- 
mungen verursachen, kann man auch oft bei sonstigen Wuchsstoffversuchen 
beobachten, besonders, wenn diese kinematographisch aufgenommen wor- 
den sind. Sind namlich die Wiirfelchen erst nach langerer Zeit ausge- 
trocknet, (was man auf dem Film unschwer verfolgen kann), so tritt noch 
eine normale Kriimmung auf; sind sie aber bald nach dem Aufsetzen 
ausgetrocknet, so tritt keine oder nur eine kleine Kriimmung auf. 


az. In Zusammenhang mit der ,,Konzentrationsfrage’’ muss man auch 
die Zeit des Ein- und Ausdiffundierens des Wuchsstoffes beriicksichtigen. 
2 Arten von Versuchen beziehen sich darauf : 

1. Agarwiirfelchen, mit 11/3 Spitzenstunden Wuchstoff versehen, wer- 
den auf Reaktionspflanzen gesetzt. Nachdem sie z.B. 30, 75 und 110 min 
aufgestanden haben, wird ein Teil der Wiirfelchen auf frische Pflanzen 
gebracht. Man beobachtet dann folgenden Kriimmungen: 


1. Serie, Agar auf den Pflanzen wahrend 


30 min Kriimmung + 9°. 
Y py 7 ulGe: 
11023 y een 158; 
2 X Agar aufgesetzt y = 26": 


2. Serie. (Agar riihrt von den Pflanzen einer anderen Serie her und 
hat schon 30 min auf anderen Pflanzen gestanden. ) 
Kriimmung + 13.5° 


Man kann auf diese Weise feststellen, dass schon nach etwa 60 min. 
bei den Pflanzen, die wie die erste Serie (wo der Agar zuerst aufgesetzt 
wurde) behandelt waren, soviel Wuchstoff in die Stiimpfe iibergetreten 
ist, dass die maximale Wuchsstoffdifferenz und damit die unter diesen 
Umstanden maximal mégliche Kriimmung eintritt; durch 110 min. dauerndes 
Aufsitzen des Agars wird die Kriimmung daher nicht verstarkt. 


1) In diesem Falle heisst das: 16 Spitzen blieben auf einem Stiick Agar 1 Std. lang 
stehen; alsdann wurde der Agar in 12 Wiirfelchen geteilt, sodass in jedes Wiirfelchen 
das W-Aequivalent von 11/3 Spitzen >< 1 Std. = 11/3 Spitzen-Stunden eintrat. 
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Serie b. Die Konzentration des Wuchsstoffes. 
Es sei Ks die Konzentration des Wuchsstoffes in den Spitzen und 
Ka re) ” ” ” im Agar. 


b,. Agar-Wiirfelchen werden mit 2 Spitzenstunden Wuchsstoff von 
Zea Mays (1 Mais-Spitze steht 2 Stunden lang auf einem Wiirfelchen!) 
versehen und dann einseitig auf Stiimpfe von Avena-Koleoptilen gesetzt. 
Es treten Kriimmungen von 40°—75° auf. 

Hieraus ist zu schliessen: Nimmt man Spitzen mit hoher Wuchsstoff- 
konzentration (Ks), dann resultiert auch eine hohe Konzentration des 
Wuchsstoffes im Agar (Ky ). Filme vom mit Marken verschenen Koleoptil- 
Stiimpfen, auf die Agarwiirfelchen mit solchen hohen Wuchsstoffkonzen- 
trationen einseitig aufgesetzt waren zeigen, dass selbst die nicht mit Wuchs- 
stoff versehene Koleoptilseite wachst. Trotzdem wird in der reagierenden 
Pflanze auch die absolute Wuchsstoffdifferenz zwischen konvexer und 
konkaver Seite sehr erhdht, und es ergeben sich die oben angegebenen 
grossen Kriimmungen. 


by. Ein weiterer Versuch iiber die Wvouchsstoffkonzentration ist 
folgender: Agar-Wiirfelchen, je mit 1 Spitzenstunde Avena-Wuchsstoff, 
werden 40 min lang einseitig aufgesetzt. Dann werden diese Wiirfelchen 
durch frische ersetzt, die nummehr variierende Wuchsstoffmengen enthal- 
ten. 110 min nach Beginn des Versuches photographiert, zeigen die 
Koleoptil-Stiimpfe folgende Kriimmungen: 

Kontrollpflanzen (Agar bleibt ohne weiteres 110 min lang darauf sitzen): 
Kriimmung + 17°. 

Versuchspflanzen (2 mal Agar mit Wuchsstoff aufgesetzt): Kriimmung 
Se StS. 

Auf diese Weise kann man also auch die absolute Wuchsstoffdifferenz 
zwischen konvexer und konkaver Seite erhéhen. 


Serie c. Die Dauer der Wuchsstoffproduktion ist kein ,,limiting factor” 
fiir die Grosse Ka. 

c,;. Avena-Koleoptilspitzen werden, nachdem sie 41/, Std. auf Agar 
gestanden haben, darauf wahrend weiterer 11/. St. auf frische Wiirfelchen 
gesetzt, und zwar so, dass jedes dieser frischen Wiirfelchen 2 Spitzen- 
stunden Wuchsstoff bekommen hat (nachdem also zuvor die Spitzen 
bereits 41/, Std. lang Wuchsstoff produziert haben). 

Einseitig aufgesetzt, ergeben die neuen Wiirfelchen im Mittel eine 
Kriimmung von 12°. 

Die alten 41/, Std.-Wiirfelchen wurden fiir andere Versuche benutzt, 
aus denen sich ergab, dass wahrend der 41/. Std. wirklich ebenfalls Wuchs- 
stoff abgegeben worden war. 

Man kann aus dem Versuch schliessen, dass auch 6 Std. nach der 
Dekapitation noch Wuchsstoff abgegeben wird, und dass der Agar iiber 
eine bestimmte Menge hinaus keinen Wuchsstoff mehr aufnimmt, da man 


280 


im Vergleich zu anderen Fallen, wo die Spitzen nur 2 Std. aufgestanden 
haben, trotzdem keine Winkelvergrésserung der Reaktionspflanzen feststel- 
len kann (auch wenn man das auf Seite 6 und 7 Mitgeteilte in Betracht 
zieht). ; 

Die Zeit des Aufsitzens auf denselben Agarwiirfelchen kann dann auch 
beliebig verlangert werden, ohne dass die Spitzen imstande sind, mehr 
Wuchsstoff abzugeben. Das ist natiirlich erst dann wieder méglich, wenn 
man sie auf neuen Agar bringt. 


co. Aus dem folgenden Versuch ergibt sich ebenfalls, dass die Dauer 
der Wuchsstoffproduktion die Grésse von K, nicht limitieren kann. 

7 Pflanzen werden mit Marken versehen. Eine Koleoptile dient als 
Kontrolle, 6 Pflanzen werden aber an der Basis abgeschnitten (ca. 20 mm. 
unterhalb der Spitze ; die Gesamtlange der Koleoptilen betrug ca. 30 mm.) 
und mit der Basis des Primarblattes auf Glasnadeln gesetzt. Dann werden 
sie oben dekapitiert. 

3 Pflanzen kommen mit der Basis in Wasser zu stehen (Serie a), bei 
dreien bleibt die Schnittflache an der Luft (Serie 6). Die Luftfeuchtigkeit 
ist bei dem ganzen Versuch 75 %. 

Nun wird von jeder der beiden Serien a und f eine Pflanze ohne weitere 
Behandlung wachsen gelassen, eine zweite wird an der Spitze zweimal 
dekapitiert, eine dritte drei mal. Das Wachstum der Pflanzen wird mit der 
Apparatur von NUERNBERGK u. DU Buy (1930) kinematographisch gemes- 
sen und die Kurven der Fig. 1 geben dann folgendes Resultat. 

Zunachst sieht man, wie lange die Spitzen der Avenakoleoptilen unter 
den giinstigsten Bedingungen noch Wuchsstoff zu bilden vermégen. Weiter 
ergibt sich das Folgende: 


Serie a: Die erste Pflanze mit der intakten Spitze zeigt nach z.B. 10 Std. 


mmr Kontroll- 
* Pflanze 
60 


Fig. la. 


Wachstum der nicht abgeschnittenen Kontrollpflanze, Vers. cp. 
M 50: 1 (20 in der Natur = 1 mm), Figurenerklarung: siehe Fig. 1b. 
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ro. serie Ot 
Nicht dekap. Pf. 


Serie & 
2=dekap.Pfi. 


TOTAL | 4 
630 Serie & 
1wzYr \ 3x dekap. Pf. 
153 \ 


7 ame il = ae ~—te 
237 1 “& 5 6 


7 Eo g 10 cil 2 3 1a 15 6 
Fig. 1b. Wachstumskurven von einseitig mit Marken versehenen Pflanzen (siehe auch 
Fig. la und Fig. Ic). 

Beschreibung des Versuches: siehe Text zu Versuch cp. 
Auf der Abscisse ist die Dauer des Versuches in Stunden angegeben, auf der 
Ordinate die jeweiligen Langen der Pflanzen, nebst den Langen ihrer Zonen. 
Die erstmalige Messung, also der Anfang der Kurve ist 5 min nach der ersten 
Dekapitation gemacht worden. M 50: 1. 


2 Sid. 18 
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Serie 3 
Nicht dekap, Pf 
TOTAL 


= (fiitteascassespenerses 8, ToS eo ns wd 


1Z. 


27 a 
2Z. 


261 ———_ st re 


3Z. 
276 mee 
} Nhs es i 
2 ¥ # $ 6 7 oS. 3 
Fig. Ic. 


Wachstum der Pflanzen von Serie 2, Versuch cp. M 50: 1. 


héchstens nur noch 60 % der urspriinglichen Wachstums, was auch zu 
erwarten war (Fig. 1b). 

Die Koleoptile mit der zweimal regenerierten Spitze verhalt sich derart, 
dass sie nach der Regeneration der physiologischen Spitze bis zum Ende 
des Versuches ihr Wachstum in Héhe von etwa 40 % des Wertes der 
Kontrollpflanze unterhalt (Fig. 16). 

Dagegen bleibt das Wachstum der Pflanze mit der dreimal regenerierten 
Spitze mehr zuriick. Anscheinend erfolgt die Regeneration Alterer Zellen 
weniger gut (ZOLLIKOFER 1928) (Fig. 1b). 


Serie 8: Die trocken stehenden Pflanzen zeigen deutlich, was in unserem 
Fall der Wasserverlust fiir eine Wirkung hat. Sie haben namlich im Ver- 
gleich zu den Pflanzen der Serie a, die gewissermassen einen Massstab 
fiir die jeweils produzierte Wuchsstoffmenge darstellen, praktisch keinen 
Wachstum (Fig. Ic). 

Nun war aber auch bei den Pflanzen der Serie a das Wachstum ver- 
ringert. Das kann zweierlei Ursachen haben. 1. Die Pflanzen produzieren 
u.a. infolge einer Wirkung des Abschneidens weniger Wuchsstoff, und 
2. die Zellen kénnen wegen Wassermangels von der durch den Wuchsstoff 
bewirkten hédheren Verlangerungsméglichkeit keinen Gebrauch machen. 

‘Zur Klaérung wurde folgender Versuch gemacht : 


c’5. Wiirfelchen mit 1 Spitzenstunde Avena~-Wuchsstoff wurden, nach- 
dem der oben beschriebene Versuch abgelaufen war, auf die benutzten 
Pflanzen der Serie a einseitig aufgesetzt. (Serie 6 war zu sehr ausge- 
trocknet.) 

Die resultierenden Kriimmungen zeigten folgende Winkel : 

Versuchspflanzen etwa 10°; normale Kontrollpflanzen etwa 18°. 

Hieraus kann man folgern, dass bei den Pflanzen der Serie a die 
Produktion des Wuchsstoffs verringert war, weil ja die Pflanzen noch 
reaktionsfahig waren. Es spielt jedoch auch die zweite Ursache eine Rolle. 

Dazu sei folgender Versuch angefiihrt : 
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cs. Agar-Wiirfelchen (1 Sp.-Std. Avenawuchsstoff) werden auf Reak- 
tionspflanzen gesetzt, welche 1144 Std. ohne Wurzeln in 75 % Luftfeuchtig- 
keit gestanden haben. Keine messbare Kriimmungen treten auf. 


I. 
Einfluss des Geotropismus. 


In Verbindung mit den obenerwadhnten Versuchen sei noch mitgeteilt, 
dass die Wirkung der Schwerkraft immer erst dann in Erscheinung tritt, 
wenn man Wuchsstoffmengen benutzt, die langere Zeit zur Diffusion aus 
dem Agar nétig haben, sodass als endgiiltiger Kriimmungswinkel derjenige 
auftritt, der resultiert aus dem Gleichgewicht zwischen dem an der einen 
Seite andauernd aus dem Agar einstro6menden Wuchsstoff einerseits und 
der in der Pflanze unter dem Einfluss des Geotropismus (bzw. anderer 
Faktoren) nach der anderen Seite hiniiberdiffundierenden Wuchsstoff- 
menge (vgl. DoLk 1929) andererseits. 


d,. Setzt man Reaktionspflanzen, mit Wuchsstoff (11/3 Sp.-Std.) ver- 
sehen, horizontal, so dass sich die Wiirfelchen an der Unterseite befinden, 
so findet man die folgenden Winkelgréssen : 


Horizontal stehende Pflanzen: 1257: 
Kontroll-Pflanzen (d.h. normale Reaktionspflanzen, welche vertikal 
stehen bleiben) <4 


Unter Einfluss der Schwerkraft bleibt aller Wuchsstoff an der einen 
Seite (vgl. DU Buy und NUERNBERGK III, S. 548), und grosse Winkel 
treten auf. 


dy. Vergleicht man die Kriimmungen von Pflanzen mit 50 und 100 
Spitzenminuten Avenawuchsstoff, dann findet man folgende Zahlen: 
(Photographiert nach 120 min.) 

Horizontal stehende Pflanzen: 50 Sp. min.: 8°. 
100 Sp. min.: 12.5°. 
Kontroll-Pflanzen (dh. normale Reaktionspflanzen, 


welche vertikal stehen bleiben) : 50. Sp. min.* 3°. 
BDU So petnin. 264°, 


Es zeigt sich, dass auf diese Weise auch Wuchsstoffmengen, welche bei 
den Kontrollen praktisch keine Kriimmung mehr hervorrufen, zu messbaren 
Reaktionen fihren. 


III. 
Einfluss des Alterszustandes. 


Ueber den Einfluss des Alters der Zellen auf die Reaktionsgrésse mégen 
folgende Versuche unterrichten : 


284 


e,. Mit 11/, Spitzenstunden Avena~-Wuchsstoff versehene Wiirfelchen 
werden gesetzt: 

1. auf in Wasser geziichtete Pflanzen mit folgender Vorbehandlung : 
Die Pflanzen wurden ein erstes Mal dekapitiert und blieben dann weitere 
48 Std. stehen, sodass sie wegen der Regeneration der physiologischen 
Spitze doch noch auswachsen konnten (vgl. SODING 1929). Dann wurden 
sie bei Beginn des eigentlichen Versuches wieder dekapitiert und nunmehr 
mit dem Agarbléckchen versehen. 

2. auf ausgewachsene, in Erde geziichtete Pflanzen, deren Primarblatt 
aber schon von selbst iiber 10 mm weit durchgebrochen war. Bei Versuchs- 
beginn wurden die Pflanzen dann dekapitiert und der Agar aufgesetzt. 

3. auf Kontrollpflanzen (d.h. normale Reaktionspflanzen von etwa 
30 mm Lange). 

Alsdann traten nach 110 min folgende Kriimmungen auf : 


Serie 1 (Wasserpflanzen) Winkel von + 13.6°. 


2 (Erdpflanzen) ” is 
3 (Kontrollen) é is 


Nun wurden diese 3 Serien 314 Stunden nach Versuchsbeginn ein zweites 
Mal photographiert, wobei der Kriimmungsgrad betrug : 


Serie 1 Winkel (mehr oder weniger abgenommen) von + 0—10°. 
ae i ‘a 5°, 
Bo) Ne, . i: 0°. 


Serie 3 zeigt eine schwache S-Form, d.h.: die Wuchsstoffmer.ge geniigte, 
um eine geotropische Riickkriimmung hervorzurufen. Bei Serie 2 dagegen 
war die gleiche Wuchsstoffmenge nur dazu ausreichend, eine schwache, 
erst spat ihre endgiiltige Grésse erlangende Kriimmung zu stande zu bringen 
(Serie 1 und 3 hatten nach etwa 80 min schon die bei 110 min gefundenen 
Kriimmungsgréssen). 


€y. Nunmehr kénnen wir auch verstehen, warum bei dem oben beschrie- 
benen geotropischen Versuch dy die gefundenen Winkel nicht sehr gross 
waren, obwohl doch ziemlich erhebliche Wouchsstoffmengen gebraucht 
worden sind. 

Die hier benutzten Pflanzen haben sich deshalb nicht mehr bis zu 90° 
aufkriimmen kénnen, weil sie schon zu ,,alt’’ waren; nur die kleineren 
,jiingeren” Pflanzen zeigen eine bis zur Basis fortgeschrittene Auf- 
kriimmung. 

Diese Pflanzen hatten also auch wahrend des geotropischen Versuches 
nur noch einen Teil ihrer Reaktionsfahigkeit. Darauf ist die geringe Grésse 
der gefundenen Kriimmungen zuriickzufiihren. 

Man kann aus dem Verhalten der Serie e wohl schliessen, dass bei 
alteren Zellen eine gréssere Wuchsstoffmenge notwendig ist, um im Ver- 
gleich zu jiingeren Zellen das gleiche Wachstum zu erzielen. Der Umstand, 
der dann zum Auftreten der Kriimmung fiihrt, beruht auf 2 Méglichkeiten : 
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Erstens hat die betreffende reagierende Zone auf der einen Seite gerade 
so viel Wuchsstoff mehr empfangen, dass dadurch wohl eine Kriimmung 
bewerkstelligt wird, jedoch kein Ueberschuss von Wuchsstoff mehr vor- 
handen ist, um diese Kriimmung unter Zuhilfenahme der Schwerkraftwir- 
kung durch Ausgleich der Wuchsstoffdifferenz wieder aufzuheben (altere 
Pflanzen). 

Zweitens benutzen die betreffenden Zellen von dem im Uebermass vor- 
handenen Wuchsstoff nur eben so viel, als mit ihrer, im Augenblick gerade 
vorhandenen Verlangerungsméglichkeit iibereinkommt (vgl. S. 6). 

So ist es auch verstandlich, dass die Koleoptilspitze selbst niemals 
Kriimmungen zeigt, obwohl doch der Wuchsstoff im Uebermass vor- 
handen ist. Wie namlich Schnittpraparate zeigen), sind in der Spitzen- 
zone der Koleoptilen die Zellen sehr protoplasmareich bei verhaltnismassig 
noch wenig entwickelten Vakuolen, wahrend in der wachsenden Zone die 
Vakuolen sehr gut ausgebildet sind. 

Die oberen Zellen der Koleoptile miissen also, weil keine Krafte gegeben 
sind, welche eine, eventuell durch den Wuchsstoff erhdhte Verlangerungs- 
mdglichkeit benutzen kénnen (man beachte auch die Massivitat der Spitze), 
den Wuchsstoff unbenutzt durchlassen; die unteren aber haben viel 
Wuchsstoff zur Ausfiithrung einer Kriimmung nétig (Versuche d und e), 
sofern sie nicht schon ihre endgiiltige Lange erreicht haben und infolge- 
dessen den Wuchsstoff iiberhaupt nicht mehr verbrauchen kénnen. 

Zum Wachsen miissen deshalb die folgenden Bedingungen gegeben 
sein: 1. Wuchsstoff; 2. Faktoren, welche die Zellen in den Stand setzen 
eine erhdhte Verlangerungsméglichkeit zu benutzen, und 3. Umstande, 
welche eine aufgetretene Verlangerung irreversibel machen. 

2. und 3. kénnen wieder die Wuchsstoffproduktion beeinflussen (Ver- 
suchsserien a und c). 

Aus phototropischen Versuchen kann man die Berechtigung dieser Inter- 
pretation auch noch sehr gut entnehmen. Es seien da nur einige Tatsachen 
gedrangt wiedergegeben : 


ez. Wenn man einen schnellen ,,natiirlichen” Durchbruch des Primar- 
blattes hervorruft (z.B. durch Erwarmen der Pflanzen wahrend einiger 
Zeit von 22 auf 32° C), so kriimmen sich diese Pflanzen auf einseitigen 
Lichtreiz hin noch stark, obwohl bekanntlich Pflanzen mit durchgebroche- 
nem Primarblatt sonst keine Krafte, welche zu Verlangerung fiihren, mehr 
aufweisen. Der Verlust dieser Krafte hangt also mit dem Altersstadium der 
Pflanzen zusammen und nicht mit der Tatsache, ob das Primarblatt durch- 
gebrochen ist oder nicht. 


e,. Aeltere, 50 mm lange Pflanzen z.B., die kurz vor dem Durchbruch 
des Primarblattes stehen, zeigen nach einer Belichtung mit 2 Std. & 25 


1) Herrn Dr. AKKERINGA vom Embryologischen Institut Utrecht habe ich herzlichst 
fiir die Anfertigung der Praparate zu danken. 
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Erg. (cm? sec) A\==436 wu nach 9 Stunden eine in der Basis fixierte 
Kriimmung. Junge Pflanzen dagegen, die mit gleicher Lichtmenge belichtet 
worden waren, sind dann wieder gerade. 

Eine Beleuchtung von der entgegengesetzten Richtung aus lést bei den 
eben erwahnten durchgebrochenen Pflanzen spater keine Kriimmung mehr 
aus, weil die Wuchsstoffproduktion aufgehért hat, wohl aber kriimmen sich 
noch die jiingeren Pflanzen. 

Man darf diese Betrachtungen wohl auch ohne weiteres an andere 
wachsende Organe iibertragen. 


B. Die im ersten Teil A beschriebenen Versuchsergebnisse haben mich 
nun zu folgenden Erwagungen veranlasst : Setzt man Koleoptil-Spitzen von 
Avena auf Agar und nennt die Wuchsstoff-Konzentration in der Spitze 
K,s, so wird durch Diffusion die Wuchsstoff-Konzentration im Agar- 
Wiirfelchen (—K,, ) zunehmen, bis ein Gleichgewicht eingetreten ist. Setzt 
man dann neue Spitzen auf das Wiirfelchen, so wird doch kein neuer 
Wuchsstoff in den Agar treten, angenommen, dass jede Spitze ungefahr 
dieselbe Wuchsstoffmenge produziert. Ebenso wenig wird durch anfang- 
liches Aufsetzen von sehr vielen Spitzen die Konzentration K,q erhoht. 
Nimmt man dagegen Spitzen von Zea Mays, deren Wuchsstoff von Natur 
aus in grésserer Konzentration K,s als bei Avena vorhanden ist, so wird 
auch im Wiirfelchen K,, erhdht und ist dann gleich K,,. 

Dies alles ist einleuchtend, und die Schwierigkeiten erheben sich erst dann, 
wenn man auf die iibliche Weise zu zeigen versucht, dass die oben genann- 
ten Konzentrationen in der Tat vorhanden sind. 

Es sei nach der Methode von F. W. WeEnT (1928) ein Wiirfelchen 
3 %-tigen Agars, nachdem langere oder kiirzere Zeit Wuchsstoffe in den 
Agar getreten sind, einseitig (nach Lésen des Primarblattes) auf dekapi- 
tierte Avena-Koleoptilen gesetzt worden. Dann wird, abhangig vom Kon- 
zentrationsunterschied an der rechten und linken Seite, also auch abhangig 
von der Menge des einseitig aufgesetzten Wuchsstoffes, mehr oder weniger 
schnell ein Teil des Wuchsstoffes nach der anderen Seite hiniibergehen 
(siehe: DU Buy und NUERNBERGK 1930 S. 549, und Fig. 2). Die Kriim- 
, mung, welche schliesslich auftritt, ist infolgedessen u.a. von der Grésse der 
Wuchsstoffdifferenz an beiden Seiten abhangig. Ausserdem wirkt der 
Geotropismus noch insofern auf die Grésse der Kriimmung ein, als das 
Uebergehen des Wuchsstoffes bei nicht klinostatierten Pflanzen (be- 
giinstigt durch die zusatzliche Einwirkung des Geotropismus) viel schneller 
eintritt (l.c., S. 550). 

Wenn nun K,s ungefahr 3 mal so gross wie K,s5 ist (DOLK 1930), und das 
Verhaltnis der Wuchsstoff-Konzentrationen an beiden Seiten 1 : 2 bzw. 1:3 
ist (DU Buy und NUERNBERGK, 1930, S. 546, Fig. 2, Pflanze 2 und 3), so tritt 
im Falle, dass man eine Konzentration K,a gegeben hat, dennoch eine 
grossere Kriimmung auf, als wenn man eine Konzentration K,, benutzt hat, 
obwohl in beiden Fallen ein Drittel bzw. ein Viertel der Wuchsstoffmenge 
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nach der anderen Seite geht. Die Grésse der Kriimmung ist namlich nicht 
einfach von dem Konzentrationsverhaltnis der rechten und linken Seite, 
sondern von den absoluten Unterschieden in den Wuchsstoffmengen 
abhangig. 

Wird also eine grosse Menge W einseitig aufgesetzt, so resultiert nor- 
maler Weise eine grosse Kriimmung, es sei denn, dass unter dem Einfluss 
der Schwerkraft oder anderer Umstande die grossen absoluten Konzen- 
trationsunterschiede zwischen rechter und linker Seite aufgehoben werden. 
Eine sehr grosse Menge W wird ferner, wenn man nicht klinostatierte 
Pflanzen benutzt, eine lang andauernde Kriimmung erzeugen, bei einer 
mittelgrossen Menge wird die Kriimmung aber eher zuriickgehen, weil der 
Konzentrationsunterschied nicht andauernd von immer neu aus dem Agar 
zufliessenden Wuchsstoff unterhalten wird, und die letzten Mengen W 
unter dem Einfluss der Schwerkraft nach der anderen Seite ablaufen. 
(Hierbei ist die Diffusionsgeschwindigkeit des Wuchsstoffes: Spitze— 
Agar, Agai—Pflanze zu beriicksichtigen). 

Kleine Mengen W schliesslich werden gleich dort ,,verbraucht”’, wo sie 
anwesend sind. So hervorgerufene Kriimmungen treten daher spater als die 
anderen auf, weil die Minimumdifferenz an Wuchsstoff spat auftritt 
(DU Buy und NUERNBERGK, l.c. S. 549), werden aber so lange andauern, 
als noch kein neuer Wuchsstoff anwesend ist (z.B. durch Regenera- 
tion der Spitze), der dann freilich durch partiellen Abfluss nach der kon- 
kaven Seite (Geotropismus!) die Kriimmung am Ende doch wieder riick- 
gangig machen wiirde. 

In diesem Falle (bei kleinen Mengen W) kann man dann auch wirklich 
eine Proportionalitat zwischen Grésse der Kriimmung und Wuchsstoff- 
menge finden, wie das F. W. WENT (1928) auch zuerst festgestellt hat. 

Diese zuletzt genannten Tatsachen fiihren zum Punkt 3, dem Einfluss 
des Alterszustandes der reagierenden Zellen. Alle oben genannten Konzen- 
trationsunterschiede sind in ihrer Wirkung namlich von der Weise sehr 
abhangig, in der der Wuchsstoff verschwindet. Geht das z.B. langsam 
vor sich, so wird das Konzentrationsgefalle zwischen Spitze und Basis 
verringert. Ebenfalls weist die Tatsache, dass die alteren Koleoptilen zum 
Erreichen gleichgrosser Kriimmungen mehr Wuchsstoff bendtigen als die 
jiingeren, auf eine Beeinflussung des Konzentrationsgefalles hin. So wird 
selbstverstandlich auch der Wuchsstoff-Nachfluss und die Art der 
Reaktion durch diese Verhaltnisse eingreifend beeinflusst. 
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Botany. — Ueber den Einfluss der Temperatur auf die Protoplasma- 
strémung bei Nitella flexilis. Von C. ROMIJN. (Communicated by 
Prof. Dr. F. A. F. C. WENT). 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


Nach EwarT (2) haben die Untersuchungen HILLE Ris LAMBERs’ (3) 
uns viel Neues iiber den Einfluss der Temperatur auf die Protoplasma- 
str6mung gelehrt. Es war der Miihe wert bestimmte Teile seiner Arbeit zu 
erganzen. Ich habe dies getan und hierbei besonders den Einfluss plotzlicher 
Temperaturanderungen beriicksichtigt. 

Die Apparatur fiir meine Untersuchungen ist hauptsachlich diejenige 
HILLe Ris LAMBERS’ (3); sie entspricht folgenden Anforderungen : 

1°, Eine bestimmte Temperatur kann man so lange man will konstant 
halten. 

29. In méglichst kurzer Zeit wird eine médglichst grosse Temperatur- 
anderung zu Stande gebracht. 

Als Objekt wahlte ich nun Nitella flexilis, wo die Protoplasmastrémung 
bekanntlich besonders deutlich beobachtet werden kann. Das Zytoplasma 
bewegt sich schraubenférmig durch die Zelle hin und her. Die Ausserste 
Plasmaschicht mit den Chlorophylkérnern befindet sich in Ruhe. Einige 
Chloroplasten aber werden von der Str6mung ergriffen und an diesen habe 
ich meine Messungen ausgefiihrt. Mit einer Stoppuhr wurde die Zeit 
gemessen, in der ein Chlorophylkérnchen einen bestimmten Weg ablegt 
und diese Zeit umgerechnet auf uw pro Sekunde. 

Erstens habe ich genau so wie HILLE Ris LAMBERS (3) gefunden, dass 
die Protoplasmastrémung der Temperatur proportional ist, wenigstens 
zwischen 15°C und 40°C. Bei Temperaturen oberhalb 35°C spielt die 
Dauer der Erwarmung eine grosse Rolle, die Zeit ist hier ,,limiting factor’’. 

Die Wahrnehmungen in diesem Gebiete miissen also sofort nach dem 
Erreichen einer solchen Temperatur geschehen und bevor man das Objekt 
auf noch héhere Temperatur bringt, muss es zuerst auf eine unschadliche 
Temperatur (langsam) abgekiihlt werden. 

Die Rolle der Zeit als ,,limiting factor’ hat HILLE Ris LAMBERS (3) 
genau untersucht; ich habe mich hiermit nicht weiter beschaftigt, sondern 
habe dagegen den Einfluss plétzlicher Temperaturanderungen eingehend 
studiert. 

Der Einfluss dieses Faktors ist von verschiedenen Autoren genau unter- 
sucht worden. Die erhaltenen Resultate sind aber so wenig iibereinstim- 
mend, dass mir eine Nachuntersuchung wohl lohnend schien. 
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Der erste Botaniker, der sich mit dieser Frage beschaftigte, war 
DuTROCHET (1). Im Jahre 1837 hat er eine Reihe Untersuchungen ausge- 
fiihrt iiber den Einfluss der Temperatur auf die Stromung, wobei er beson- 
ders seine Aufmerksamkeit auf die Erscheinungen bei plétzlicher Tempe- 
raturanderung gelenkt hat. 

In méglichst kurzer Zeit erwarmte er sein Objekt von 7° C auf 32° C; 
es trat zuerst eine voriibergehende Verzégerung der Protoplasmastrémung 
ein, auch bei spontaner Temperaturerniedrigung konnte er dasselbe 
beobachten. Er fand also, dass sowohl plétzliche Temperatursteigerung wie 
spontane Temperaturerniedrigung eine voriibergehende Verzégerung der 
Protoplasmastr6mung verursachten bevor die endgiiltige Schnelligkeit 
erreicht wird. 

Ganz 4hnlich sind die Resultate HOFMEISTER’s (4). Bei plotzlicher 
Abkithlung von 18.5° C auf 5° C sah er sogar einen Stillstand der 
Strémung, der aber nach fiinfzehn Minuten wieder verschwunden war. 

Dieselben Erscheinungen nahm er bei plétzlicher Temperaturerhéhung 
z.B. von 18° C auf 34° C und von 34° C auf 40° C wahr. Im allgemeinen 
konnte er also sagen, dass bei spontanen Temperaturanderungen eine starke 
Verzégerung oder sogar ein Stillstand der Str6émung eintritt, die allmahlich 
wieder normal wird. © 

Die Untersuchungen HUGO DE VRIES’ (7) iiber denselben Einfluss bei 
Wurzelhaaren von Hydrocharis Morsus Ranae schliessen sich eng an 
HOFMEISTER an. 

Der Meinung oben genannter drei Autoren gegeniiber steht die Ansicht 
VELTEN’s (6). Dieser Forscher kommt zur Schlussfolgerung, dass plétz- 
liche Temperaturanderungen keinen schadlichen Einfluss auf die Proto- 
plasmastr6mung haben, im Gegenteil, die Geschwindigkeit erreicht sofort 
den Wert, der zu der Endtemperatur gehért. 

HORMANN (5) ist anderer Meinung. Er sagt, dass plétzliche Temperatur- 
erhéhung keine voriibergehende Verzégerung oder einen Stillstand her- 
vorruft dass aber plétzliche Temperaturerniedrigungen wohl diesen Erfolg 
haben. HILLE Ris LAMBeERS schliesst sich dieser Meinung an, ohne die 
Frage naher zu priifen. 


Bei meinen Untersuchungen bin ich zu dem Schluss gekommen, dass 
HORMANN (5) in jeder Hinsicht recht hat, wenigstens fiir Nitella flexilis. 
Plotzliche Temperaturerhéhungen gaben niemals eine voriibergehende 
Verzégerung, wenn auch der Temperatursprung gross war. Kurve N?. I 
kann diese Tatsache erlautern. Auf der horizontalen Achse ist die Zeit 
eingetragen; auf der vertikalen die Geschwindigkeit in uw pro Sekunde. Von 
einer Temperatur von 13.8°C wurde ausgegangen und diese plétzlich 
erhéht, resp. auf 245°C, 315% C375" G 

Die konstant bleibende Geschwindigkeit nach dem Erreichen der End- 
temperatur kommt in einer horizontalen Geraden zum Ausdruck. Weiter 
kann man aus der Kurve ablesen, dass ich mit meiner Apparatur in kurzer 
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Zeit (ungefahr 20 Sekunden) jede gewiinschte Temperaturschwankung 
zustande bringen konnte. 
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Es ist aber klar, dass man wahrend der Temperaturanderung wegen der 
kurzen Zeit, die Stromungsgeschwindigkeit nicht messen kann. Die Gerade, 
welche von der niedrigeren Temperatur zur héheren verlauft gibt also kein 
Bild der Schnelligkeitsanderung wahrend dieser Zeit, weil auch die Tem- 
peratur sich nicht regelmassig andert (zuerst schnell, dann langsamer). 

Nun hatte ich noch den Einfluss plétzlicher Temperaturerniedrigungen 
auf die Protoplasmastrémung zu untersuchen, diese Resultate sind in 
mehreren Kurven festgelegt. 

Die Methodik war eine solche, dass ich das Objekt von verschieden hoher 
Temperatur plétzlich auf eine konstante niedrige abkiihlte. 

Es zeigte sich dann, dass der Temperaturunterschied eine gewisse Grésse 
erreichen muss, damit ein ,,Shock Effekt’’ zustande kommt. Dieses Mini- 
mum auf hundert geteilt habe ich die Empfindlichkeit der Zelle gegen 
plétzliche Temperaturerniedrigungen genannt. Die Empfindlichkeit ist also 
um so grosser, je geringer die obengenannte Zahl (in Graden ausgedriickt) 
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ist. Aus den Kurven II bis V geht hervor, dass dieses auch der Fall ist bei 
einer niedrigsten Temperatur von ungefahr 20°C. Hier ist also die Emp- 
findlichkeit maximal und bei anderen Temperaturen nimmt sie ab und zwar 
um so mehr, je weiter man sich von dem ,,Optimum” (18°—20° C) entfernt. 


Kurve N°. II. 

Die konstante niedrige Temperatur ist hier 12.8° C. Die héheren Tem- 
peraturen sind resp. 19°C, 24, 3° und 26°C. Diese hohen Temperaturen 
liess ich nur eine kurze Zeit einwirken damit der ,,Abfall’’ noch nicht 
eintrat. Es zeigte sich, dass jetzt eine Verzégerung stattfand, die nach 
kiirzerer oder langerer Zeit aufgehoben wurde. Diese Zeit war um so 
langer, je starker die Verzégerung und je hodher die urspriingliche Tem- 
peratur war. 

Der minimale Temperaturunterschied, bei dem eine Verzégerung eintritt, 
ist hier ungefahr 12°C, also die Empfindlichkeit der Zelle bei 12.8° C ist 
100 
Tpke 8.3. 

Kurve N°. III gibt dasselbe fiir eine niedrigste Temperatur von 20° C. 
Die Empfindlichkeit des Protoplasmas ist hier grésser und zwar 
100 
elas 16.6. 

Kurve N°. IV hat als konstante niedrige Temperatur 25° C. Die Emp- 


findlichkeit ist > ried 


Kurve N°. V hat eine Empfindlichkeit van a eh 

Man kann nun fragen, was die Ursache eines solchen Empfindlichkeits- 
optimums sein kénnte. Schon beim Anfang meiner Untersuchungen stand 
ich der Hypothese HiILLE Ris LAmBeERS’ (3), dass die proportionelle 
Beziehung zwischen Temperatur und Protoplasmastrémung ausschliesslich 
aus einer Viskositatsanderung zu erklaren ist, skeptisch gegeniiber. Dieser 
Skeptizismus wurde durch die oben erwahnten Untersuchungen betracht- 
lich vergréssert. Ich habe deshalb versucht den Einfluss der Temperatur 
auf die Viskositat des Protoplasmas naher zu priifen. 

Viskositatsmessungen am lebenden Protoplasma sind aber selbstver- 
standlich sehr schwierig; bei Nitella noch um so schwieriger, weil hier eine 
so betrachtliche ,,Eigen-Str6mung”’ herrscht. 

Von den bis jetzt angegebenen Methoden der Viskositatsmessungen 
lasst sich nichts ausrichten mit : 

10. Messung der Grésse eines Protoplasmatropfens nach Verletzung 
der Zellmembran. 

29. Der Fallmethode WEBER’s (8). 

3°. Der Methode nach der Brownschen Bewegung. 
- 49. Der Methode mittels s.g. ,,Mikrodissection”. 

Die einzige Methode, welche Erfolg versprach ist eine von WEBER (8) 
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angegebene, die zwar nur relative Werte gibt, aber den Vorteil hat, dass 
sie die intakte Zelle méglichst wenig schadigt. Ich meine die Viskositats- 
bestimmung nach der Plasmolyseform. 

WEBER (8) fand, dass bei geringer Viskositat die Plasmolyseform abge- 
rundet (konvex) ist. Je grésser die Viskositat, desto eckiger wird die 
Plasmolyseform, schliesslich wird sie konkav und beim stark viskésen 
Protoplasma sieht man typische, ,,Krampfplasmolyse’’. Der Zellinhalt bleibt 
an verschiedenen Stellen durch feine Plasmafaden mit der Zellmembran 
verbunden (das s.g. ,,Fadenziehen’’). 

Diese Methode war fiir meinen Zweck besonders giinstig weil auch im 
plasmolysierten Zustand das Protoplasma ruhig weiter strémt. Hierfiir 
habe ich eine kleine Apparatur konstruiert, womit ich das Objekt nach 
Belieben mit Wasser oder einem Plasmolytikum umgeben konnte ohne 
dasselbe zu beriihren. : 

Als Plasmolytikum verwertete ich eine 18 prozentige Zuckerlésung. 
Diese wurde zuerst auf die Temperatur des Objekts gebracht, damit ein 
Temperaturunterschied keine Rolle spielen wiirde. 

Auf diese Weise habe ich die Plasmolyseform bei verschiedenen Tempe- 
raturen beobachtet. Im Augenblick, dass die Zelle vom Plasmolytikum 
umspiilt wird, stockt die Protoplasmastrémung; der Protoplast zieht sich 
zusammen und zwar in einer Art, welche von der Viskositat des Protoplas- 
mas und der Klebrigkeit der Zellmembran abhangig ist. Nach kurzer Zeit 
stellt die Protoplasmastrémung sich wieder her. 

Die Plasmolyseformen bei verschiedenen Temperaturen habe ich in einer 
Reihe von Figuren dargestellt. 


12°C 


19°C 27°C. 22°C 29°C 37°C 


Bei Temperaturen von 21° C und 22°C sieht man eine stark ausgespro- 
chene konkave Plasmolyse. Bei héheren (29°C und 37° C) und auch bei 
niedrigeren Temperaturen (11°C und 12°C) ist die Plasmolyseform 
deutlich konvex. 

Dies macht es wahrscheinlich dass es bei Temperaturen von 20° C bis 
22°C ein Viskositatsmaximum gibt. Einige ganz analoge Falle habe ich 
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in der Literatur gefunden, z.B. HEILBRONN beobachtete bei Myxomyceten 
auf Glas ein Viskositatsmaximum bei 15° C, wahrend HEILBRUNN dasselbe 
entdeckt hat bei Eiern verschiedener Meerestiere. 

Die Hypothese HILLE Ris LAMBERS’, dass die geradlinige Beziehung 
zwischen Temperatur und Protoplasmastrémung ausschliesslich auf eine 
Viskositatsanderung zuriickzufiihren sei, ist hiermit unwahrscheinlich ge- 
macht. Es ist klar, dass die Viskositat eine sehr grosse Rolle spielt, aber 
daneben muss es mindestens noch einen Faktor geben mit dem die Proto- 
plasmastr6mung in kausalem Zusammenhang steht. Auch EWART hat das 
schon hervorgehoben. Protoplasmastrémung und Viskositaétsanderung sind 
beide von der Temperatur abhangig; man darf aber nicht ohne weiteres 
die erste Erscheinung aus der zweiten erklaren. 

Bei plétzlichen Temperaturanderungen haben nur die Erniedrigungen 
eine Verzégerung zur Folge. Das Protoplasma ist bei verschiedenen Tem- 
peraturen verschieden empfindlich. Es gibt ein Empfindlichkeitsoptimum. 
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Botany. — Osmotic adaptation of Nitella in saccharose and glucose 
solutions. Determinations with the aid of BARGER's method. By 
L. S. WILDERVANCK. (Communicated by Prof. J. C. SCHOUTE.) 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


This article deals with periodical changes in the osmotic values of 
Nitella under normal circumstances, and the change which these values 
undergo when cultivated in solutions of saccharose and glucose. For this 
purpose the method of BARGER was used for the determination of the 
osmotic value. 


1. Method of investigation. 


The oldest method is doubtless that of H. DE VRIES—PFEFFER (1877), 
in which the value in a state of being just plasmolysed, is determined, this 
being generally higher than that of the cell in a turgescent state. 

A second method is that of URSPRUNG and BLUM (1916); by this the 
osmotic value of a cell in a normal state is determined. The method is based 
on differences in volume in a normal, in a water-saturated, and in a state of 
being just plasmolysed. These differences in the case of Nitella (I made 
use of Nitella translucens Agardh.) are, however, too small, and impossible 
to determine with accuracy. 

The (third) method of H6FLER (1917), the plasmolytic-volumetric 
method, is of no use either, in this case, as the detachment of the protoplast 
from the cell-wall is very irregular. 

Finally URSPRUNG and BLuM (1930) (1) 1) have described still another 
new method, the principle of which agrees to some extent with that of 
BARGER, but which is more cumbersome, and, if one has very little vacuole- 
sap at one’s disposal, unsuitable. 

The method employed by BARGER (1904) (2) (3) (4), however, which 
was originally used for the determination of the molecular weight, was 
found to be very serviceable. For this original purpose the method was 
afterwards still further improved by Rast (5) and HrYNAKOWSKI and 
RYCHTER (6); but for the cell-sap I worked with, however, this is of no 
use. Determinations have already been made with the BARGER method with 
pressed-out plant-sap by HALKET (7) and URSPRUNG and BLuM (8), which 
naturally could not be as accurate as the determinations with pure vacuole- 
sap which I was able to carry out with Nitella. 

With secretion-sap from glands RUHLAND (9) and DAUMANN (10) made 
tests, neither of them being very particular about the degree of accuracy 


1) The figures after the names of authors refer to publications mentioned in the list of 
litterature at he end of this article. 
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of their investigations. WINFIELD (11) determined by means of the 
BARGER method the molecular concentration of blood-serum and urine. 

The principle of the method is as follows: When drops of the vacuole- 
sap and of a standard solution, e.g. boric acid of known strength, are 
introduced alternately into a glass capillary, so that between every two 
drops there is an air-bubble, then the length of the drops of the solution 
with the greater molecular concentration will become greater, and that 
of the drops with the smaller concentration smaller. For the vapour tension 
above the stronger solution is smaller than above the weaker one, with the 
result that solvent will distil over from the drops of the weaker solution 
to those of the stronger one. Moreover osmosis will take place along the 
thin layer of fluid which forms on the inside wall of the capillary when 
the drops are introduced, which will likewise cause the more strongly 
concentrated drops to become larger and the less concentrated ones to 
become smaller. If then a number of capillaries are filled with drops of 
boric acid, rising by e.g. 0.02 n, a tube will then be obtained (e.g. in which 
are drops of boric acid of 0.24 n), in which after some time the drops of 
vacuole-sap have become longer and the drops of boric acid shorter. In a 
following tube (with e.g. 0.26 n boric acid) the cell-sap drops will have 
become shorter and the boric acid drops longer. The molecular concentration 
of the cell-sap is then between 0.24 and 0.26 n; i.e., it is 0.25 n. 

The advantage of Nitella translucens is that the cells are exceptionally 
large, up to 20 cm long, and therefore contain a great deal of vacuole-sap, 
so that an ample supply of sap can be obtained from one cell to permit of 
a test being made. From a cell 10 cm long and 1 mm thick, for instance, 
0.03 cc pure cellsap can be obtained, from a cell 5.5 cm long and 0.8 mm 
diameter 0.012 cc. The minimum quantity of sap required for a test 
according to BARGER, calculated for 5 capillaries with a diameter of 
0.03 mm, each with 3 cell-sap drops of 1 mm in length, is 1.08 mm3. With 
smaller kinds of Nitella it is better to mix the cell-sap of 2 or more cells, 
and to make the tests with this. 

The drops are measured under the microscope with a Zeiss ocular- 
micrometer, divided into tenths of 1 mm. I used a Zeiss ocular 4, Zeiss 
objective A, the front lens being screwed off. With this system the drops 
were magnified 60 times; 1 line of the ocular-micrometer corresponding 
to 34 u. The accuracy of reading- off is very great; I measured, for 
instance, a drop 20 times, and obtained the following values (estimated 
in tenths of one ocular-micrometer line) : 26.5, 26.5, 26.5, 26.4, 26.5, 26.5, 
26.5, 26.4, 26.5, 26.5, 26.5, 26.5, 26.4, 26.4, 26.5, 26.5, 26.5, 26.5, 26.5, 26.4. 

The cell-sap is obtained in the following manner. A cell is taken out of 
its cultivating solution, the neighbouring cells close to the test-cell are 
cut off, and the cell dried quickly but carefully with filter-paper. By means 
of a capillary of about 8 cm in length and approx. 0.5 mm thick, drawn 
out very thin above a microflame, the cell is pricked. The cell-sap 
immediately rises in the tube owing to capillary action; if necessary a 
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slight pressure may be exerted on the cell. In this tube the cell-sap required 
for the test is kept. 

As standard solution I used boric acid, which is practically not dis- 
sociated and does not deteriorate; canesugar may also be used, but 
quickly deteriorates. I started with a 0.61 n (volume-normal) boric acid 
solution (a boric acid solution cannot be made much stronger in an ordinary 
indoor-temperature) ; by diluting with a burette solutions of this were 
made with intervals of 0.02 n. 

For the making of the capillaries and further particulars as to the 
method see one of the publications of BARGER quoted and an article to be 
published later by the present writer. The diameter of the capillaries used 
was 0.25—0.75 mm, smaller, that is, than mentioned by BARGER; I 
preferred the diameter 0.5 mm. Cell-sap and boric acid drops divided by 
an air-bubble are introduced into a capillary of this kind alternately. 
Further details of the manner of filling cannot be entered into in a short 
article like the present. 

It was found that three cell-sap drops alternated with 2 boric acid drops 
were sufficient. As a rule 5 tubes were required, in which was boric acid of 
increasing concentration. A few tables may serve to give an impression of 
the differences in length. Tables 1 and 2 show the changes in length of the 
cell-sap and boric-acid drops after a certain time, in table 1 boric acid of 
0.28 n, in table 2 of 0.30 n. The first column contains the dates and times 
of measurement, the following columns the length of the 3 cell-sap (c.s.) 
and 2 boric acid drops of 0.28 and 0.30 normal respectively. The lowest 
row of figures indicates the difference in length of the drops after a certain 
time (in this case 17 hours). The values were estimated in tenths of 
ocular-micrometer lines. 


TABLE 1. 

Date cs. 0.28 cs. 0.28 cs. 
1—X—30, 17 h. 14.0 14.0 16.8 217 24,2 
2—X—30, 10 h. 14.2 14.0 16.9 2151 24.9 
Difference +0.2 | 0 +0.1 —0.6 | +0.7 

TABLE 2. 

Date | cs. 0.30 cs. 0.30 cs. 
eS oe TU raed 26.9 33.8 52.1 33.9) | 29.2 
2—-X—30, 10h. | 26.9 | 34.1 | 52.0 | 34.2 | 29.0 
Difference | 0 | +0.3 | —0.1 | +0.3 | —0.2 
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In table 1 the sum of the 3 cell-sap drops is +1.0, that of the 2 boric 
acid drops —0.6, in table 2 —0.3 and + 0.6 respectively. The osmotic value 
of the vacuole sap is therefore greater than 0.28 n and less than 0.30 n, 
ie., is 0.29 n. The internal diameter of the capillary of table 1 was 0.3 mm, 
that of the capillary of table 2 0.23 mm. These are the thinnest capillaries 
that I made use of; with thicker capillaries the changes in length are 
generally greater. An instance with thinner tubes was however expressly 
taken to demonstrate that a diameter of that size is really practical. | may 
add an example of a cell with a value of 0.52 n with capillaries of a thick- 
ness of 0.5, 0.6, and 0.6 mm (Tables 3, 4, and 5). 


TABLE 3. 


0.50 cs. 


Date cs. 


15—XI—29, 16h. iWAath 27.0 5h 66) 28.9 | 21.0 


16—XI—29, 16h. 18.3 25.9 36.0 27d 22.0 

Difference | +0.6 | —1.1 §} +1.5 | —1.2. | +1.0 
TABLE 4. 

Date cs. 0.52 cs. 0.52 cs. 

15—XI—29, 16h. 922 Sino 31.6 25.9 Zar 


16—XI—29, 16h. on 31.9 Sito 26.0 25-8 


Difference ==O51 | 0 —0:1 | 40.1 5 


TABLE 5. 


Date 0.54 cs. 0.54 


cs. 


15.0 14.0 Lee 30.0 


16—XI—29, 16h. 13.8 = 1Se3 13.3 15.2 ads). 


15—XI—29, 16h. ra 14.0 


Difference +0.3 6.7 +0.2 pris 

These three tables show clearly that the osmotic value of the cell-sap 
is greater than 0.50 n, equal to 0.52 n, and smaller than 0.54 n. The drops 
were measured here for the second time after 24 hours; this time was 
usually necessary to obtain proper differences in length. Even with cell-sap 
with a molecular concentration of 0.60 n differences in length, using 
intervals of 0.02 n in the boric acid solutions, are plainly demonstrable. 
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If several series of tests are made with one and the same cell-sap, the 
values obtained are alike. This also shows that the BARGER method is well- 
suited to cell-sap. 

Nitella cells which grow under the same conditions show a small degree 
of variability in their osmotic value. To give an idea of this I append a 
series of values of 10°cells under the same conditions, measured at the 
same time: 

0:25,°0.25,0.247 0.26; 0:26,.,0.24,.0.26,.0,25, 0.26, 0.26 n. 

It was desirable to compare the values obtained by the BARGER method 
with values obtained by an other method. The only one that lent itself to 
this was the plasmolytic method of DE Vries. Cells were brought 
into a state of being just plasmolysed in cane-sugar, and this sugar 
concentration was noted. The cells were then quickly dried, the cell-sap 
absorbed, and the molecular concentration determined according to 
BarGer. A series of BARGER determinations were then made with boric 
acid and one with cane-sugar as standard solution. It should first of all 
be stated that a volume-normal saccharose solution of e.g. 0.26 n is some- 
what weaker than a volume-normal solution of boric acid of 0.26 n, for 
the molecular weight of saccharose is 342 and that of boric acid 62. So 
that, if cane sugar and boric acid are compared with each other according 
to BARGER’s method, it is found that boric acid drops of e.g. 0.26 n have 
the same vapour tension as cane sugar drops of about 0.24 n, with the 
result that both kinds of drops were still of their original length after a 
period of 24 hours. If therefore osmotic values of cell-sap have been found 
with boric acid as standard solution, and it is desired to compare these with 


TABLE 6. 
Barger 

No. De Vr. 
B. Ac. Sacch. 
1 0.29 0.28 0,26 
2 0.29 0.29 0.27 
3 0.29 0.31 0.29 
4 0.30 0.30 0.28 
5 0.29 0.29 0.27 
6 0.29 0.27 
7 0.29 0.27 
8 0.26 0.23 
9 0.28 0.26 
10 0.30 0.27 
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osmotic values of cell-sap found with cane-sugar as standard solution, it 
is necessary either to add 0.02 to the ‘“‘saccharose values’ or to subtract 
0.02 from the “boric acid values”. In table 6 the second row of figures 
shows the osmotic value determined with the plasmolytic method according 
to DE VRIES, with saccharose as plasmolytic (DE VR.). The osmotic 
value of the first 5 cells when they were still in in the state of just being 
plasmolysed was determined according to BARGER with boric acid (B. Ac.) 
as comparing solution. In the next column are found these BARGER values 
converted into “‘saccharose values’, which I obtained by deducting 0.02 n 
from the boric acid values. The value of the last 5 cells was determined 
according to BARGER, with saccharose (Sacch.) as comparing solution. 

We see from table 6 that the values found according to DE VRIES with 
saccharose as plasmolytic are practically all 0.02 to 0.03 n greater than the 
values found according to BARGER with saccharose as standard solution. 
The cause of this may be that with the plasmolysis with sugar the proto- 
plasm remains attached too long on the wall of the cell, so that too high 
a value is found. 


2. The osmotic value of the cell-sap of Nitella cultivated 
: under normal conditions. 


The algae were cultivated in main-water and put into glass dishes, which 
stood in the laboratory. This water was changed now and then, so that 
the cells kept good for months. The osmotic value was determined on 
various dates from 1927 to 1931. For these values see tables 7 and 8 under 
the column ‘““Wa” (water). It is seen that in the summer the osmotic value 
is invariably 0.26 to 0.27 n, which agrees with an osmotic pressure of about 
7 atmospheres. In the winter the value is higher, but not the same every 
year. In the latter part of January 1929 the value was 0.39 n, and then 
gradually decreased to 0.26 n. At the end of October 1929 the rise begins 
again, in the middle of December a maximum value of 0.60 n is reached 
(corresponding to about 17.5 atm.). In January 1930 we again see a fall, 
which ceases in August, the value then again being 0.26 n. At the end of 
October the molecular concentration again rises to a maximum of from 
"0.33 to 0.34 n, far less, that is, than in 1929. The high winter values of 
the Nitellas in water are printed in heavy type. 

The cause of this periodical rise in the winter was naturally sought for 
in the influence of temperature and light. The results of tests on this 
point may here be briefly given. 

With a low temperature (9° Cels.) the osmotic value in the case of 
winter cells (1929) becomes somewhat higher than with a high temperature 
(25° Cels.) (0.61 n and 0.55 n resp.), with summer cells no difference 
whatever was to be found (temperature 22° C. and 1° C.). Light had the 
effect of raising the osmotic values of winter cells somewhat, but had no 
effect whatever on summer cells. 


TABLE 8 


TABLE 7 
Date A Wa ee eee Date 
Apr. '27 0.25 6 Feb. '30 
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The figures are the average of the values of from 2 to 6 cells. 
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It does not therefore seem very likely that the periodical rise of the 
Nitellas is due to temperature or light ; we must therefore assume unknown 
“autonomous factors. 


3. Culture tests in saccharose and glucose solutions. 


The object was to determine whether Nitella cells in sugar solutions of 
various degrees of concentration adapt themselves to their new environment 
so far as the osmotic value is concerned, and if so whether that increase 
in concentration in the cells is caused by permeation of sugar into the cell 
or whether the cell in some way or an other begins actively to form 
osmotically active substances (anatonosis). 

The algae were cultivated in glass dishes which were covered with a 
glass lid, except for a narrow chink. The solutions were renewed every 
3 days, the entirely or partly dead cells being at the same time removed ; 
the cultures stood in the same laboratory room as the water cultures (see 
chapter 2). For the purpose of checking, tests were constantly made with 
Nitellas in water. 

The algae were cultivated in saccharose solutions in main-water of 
0.10 n and 0.20 n, in glucose solution of 0.10 n. In cane-sugar 0.30 n the 
cells soon died, both when they had an osmotic value of approx. 0.26 n 
and the sugar therefore plasmolysed, and when, in the winter of 1929, 
the value was about 0.50 n, and no plasmolysis therefore occurred. In the 
solutions used I could keep the algae good for about two months. 

A few brief remarks on observations of others may be given first ; 
critical discussion of literature will be published elsewhere. With regard 
to the influence of saccharose and glucose tests have been made with 
higher plants, with moulds, and with algae (i.a. Spirogyra, Chaetomorpha). 
In all these investigations the determinations of the osmotic values were 
made with the aid of the plasmolytical method, and therefore refer to the 
osmotic value when being in a just plasmolysing solution. Practically all 
the tests point to an increase of the osmotic value of the cells, which 
increase was equal to the concentration of the sugar solution in which the 
plants were cultivated. Sometimes even this increase was still greater 
than this. 

My own tests are summed up in tables 7 and 8. In the first column is 
found the date on which the test was made, in the second the number of 
days that the cells tested had already been in the sugar solution (days), 
in the fourth the osmotic values of the cell-sap when grown in 0.10 n 
saccharose solution (0.10 sa), in the fifth the same, grown in 0.20 n 
saccharose solution (0.20 sa), and in the sixth column in table 8 in 0.10 n 
glucose solution (0.10 glu). 

The cells in saccharose 0.10 n begin to show an increase in about a week, 
the maximum value was reached in 1929 (table 7) on Oct. 5 (0.40 n), 
which value remained constant for at least a fortnight (see Oct. 18t®). On 
Oct. 30t® however we again see a rise (0.46 and 0,52). 
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In 1930 (table 8) we see the same phenomenon, a rise to 0.37 (Sept. 
18), which value remains constant for at least 16 days (Oct. 8"), aftez 
which (Oct. 18"), just as in 1929, a new increase occurs (0.41), which 
could not be followed any further. 

In 1929 the cells in the saccharose solution 0.20 n first show a rise of 
the osmotic value to 0.41 n (Oct. 5t*), The same value was found on 
Oct. 18t® (0.42). On Oct. 318t, however, the value was 0.47 n, ie. a 
new rise. 

In 1930 (table 8) the value rose to 0.48 (Oct. 6t") ; after this test the 
cells were used up. 

The algae in 0.10 n glucose solution (table 8) showed a much smaller 
increase than in cane-~sugar. The value 0.33 n, which was reached as early 
as Sept. 8t® (after 26 days), remained till Oct. 4t®, On Oct. 18*® a new 
rise began, which could be followed until Nov. 18t (approx. 0.42). 

We have seen in the above that with cells grown in water a rise in the 
osmotic value takes place autonomously. These high values are printed in 
both tables in heavy type. The second rise in the values in the sugar 
solutions was found to occur in the same time that the periodical rise oi 
the cells in water began. In the tables this is made very plain by also 
printing in heavy type the values in the sugar solutions from the moment 
of the second rise. The cells in sugar solutions thus also and simultaneously 
experienced these unknown autonomous influences. 

The comparison of the values in sugar with those at the same time in 
water further shows that in the time in which the osmotic value in water 
remains approx. 0.26, the value in sugar solutions becomes higher, the 
osmotic values adapt themselves to the environment. 

In 0.10 n saccharose the value of 0.26 n is increased to 0.40 n in 1929 
(Oct. 5th), in 1930 (Sept. 18t*) to 0.37 n; this is thus a complete 
adaptation to the environment, in 1929 even a “‘super-adaptation”’. 

In 0.20 n saccharose solution the value of 0.26 n is increased to 0.42 n in 
1929 (Oct. 5t"), in 1930 (Oct. 6") to 0.48 n, in 1930, that is, a complete 
adaptation, in 1929 not quite complete. In 0.10 n glucose solution the value 
is increased only from 0.26 n to 0.33 n (Sept. 8*®, 1930), the adaptation 
was thus far from perfect. 

It should be pointed out that in the case of the tests in the winter of ‘29, 
when the cells already had the high value of 0.60 n, I was hardly able 
to note any increase in value. 

Tests from July 29t® to Sept. 4t? 1930 further showed that in the dark 
no increase had taken place in 0.10 n cane-sugar solution after 36 days. 


4. Anatonosis as the cause of the rise in osmotic value 
of Nitella cells in sugar solutions. 


There are various alternatives through which the osmotic value of the 
Nitellas is raised in sugar solutions. 
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1. The saccharose, or, as the case may be, the glucose permeates into 
the vacuole. 

2. The sugar penetrates into the protoplasm and is at once converted 
into substances (acids?) which increase the osmotic value in the vacuole. 

3. The sugar does not penetrate into the cell, but acts merely as a 
stimulus, as a result of which, either owing to increased metabolism or 
by the disintegration of molecules, an increase of the molecular concen- 
tration occurs, 

The great majority of writers deny a permeability of cane-sugar, in the 
case both of Phanerogams and of moulds. An odd one concludes from the 
fact that plasmolysed cells in saccharose again become turgescent that 
permeation occurs. From the retrogression of the plasmolysis in saccharose 
permeation is concluded to occur also in the case of some algae. For glucose 
some assume a slight permeability. 

Attempts have been made by a few investigators to demonstrate 
chemically the permeated sugar, if any, ia. in the case of moulds (tests of 
ESCHENHAGEN (12)), who endeavoured to demonstrate the presence of 
glucose in the cells by FEHLING’s method), and in the case of Spirogyra 
(tests of VAN RIJSSELBERGHE (13)), who tried to find saccharose in the 
cells by means of the method of TROMMER and MOLIscH and glucose by 
the FEHLING method). These (qualitative) tests were however not very 
accurate, so that I sought for an other, more accurate and quantitative 
method of demonstrating the presence of saccharose and glucose in the 
vacuole-sap, and so to conclude that permeation of those sugars did or 
did not occur. 

I made use of the microsaccharimeter of VAN ITERSON—LUTSENBURG 
Maas (14) (15), which is based on the measurement of the quantity of 
carbonic acid which results from fermentation of the sugar. The ferment- 
able quantities of sugar are between 3.5 and 0.1 mgr. ; one drop of 0.01 ce 
is sufficient. 1 employed Saccharomyces cerevisiae as yeast, this fermenting 
both glucose and saccharose. One drop of cell-sap of at least 0.01 cc was 
easily obtainable from 1 or 2 cells. 

Tests were first made with a drop of sugar of known strength (0.10 n), 
the theoretical quantity of carbonic acid being formed to within a few 
‘thousandths cc. I then took a drop of sugar of 0.10 n plus a drop of 
cell-sap of Nitellas which had been cultivated in water. I again obtained a 
quantity of carbonic acid which agreed with the sugar. This proved that 
in ordinary cells no sugar was present, and that vacuole-sap has no 
detrimental effect on yeast. 

From the fact that the winter cells of 1929—’30, which had a value of 
about 0.60 n, contained no trace of sugar, it may be concluded that the 
periodical increase in value in the winter is not caused by sugar. 

Tests were now made with cells which had been grown for a time in 
cane-sugar or glucose solutions, and which showed an increase of their 
molecular concentration. In this way 8 cells were tested in October '29 
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which had a value of 0.39 n in 0.10 cane-sugar solution. No trace of sugar 
could be found. This was also the case with a number of cells in 
September ‘30, which in 0.10 n cane-sugar solution had reached a value 
of 0.37 n. 

In cells which had undergone an increase of 0.05 n in 0.10 n glucose 
solution I was equally unable, in Sept. '30, to find any sugar. 

In Sept. '30 I also made tests with Nitellas which had reached a value 
of about 0.45 n in 0.20 n cane-sugar solution. In most cases a little sugar 
was found to be in these. In the case of 8 cells I found that the molecular 
concentration of the sugar in the cell-sap was 0.02, 0.02, 0.00, 0.06, 0.04, 
0.01, 0.03, 0.03 n (calculated on cane-sugar). This is an average of 
0.026 n, that is 13 % of the total increase. Evidently, therefore, a little 
sugar had permeated, which helped to increase the osmotic value, which 
increase however was altogether about 0.20 n and therefore must be almost 
entirely due to anatonosis. 

The final conclusion is therefore that cane-sugar and glucose even after 
Nitellas have been for months in 0.10 n solutions do not permeate through 
the protoplasm, that the entire osmotic increase in the cells is to be attributed 
to anatonosis, and that in 0.20 n cane-sugar solution 13 % of the increase 
of the osmotic value in the cell occurs by permeation and the rest (87 %) 
by anatonosis. 

Whether this anatonosis occurs as stated on the preceding page in 2 or 
in 3, it was impossible to determine. 

It was further found (see two pages backward), that light is essential if 
the increase in sugar solutions is to occur. 


This investigation has shown how suitable the BARGER method is for 
such large cells as Nitella. Minimal quantities of cell-sap, if need be only 
1.08 mm3, which may be obtained in an absolutely pure state by pricking 
one cell, are sufficient for the purpose of testing. 

Apart from the fact that with this method the actual osmotic value is 
found, this method has also another great advantage over the plasmolytic 
method of DE VRIES, that one does not run the risk of obtaining too low 
values owing to exosmosis of substances from the cell during the 
plasmolysis into the plasmolysing solution. This is still more striking when 
the cells were cultivated in a solution of a strongly permeating substance 
like ureum. Of these observations, which will be published in full detail in 
an other place, it will suffice to state that cells which had been for 2 days 
in a 0.05 n ureum solution showed a rise in their osmotic value from 0.26 n 
to 0.33 n. This value fell again to the original one (0.26 n) when the algae 
had afterwards remained for 11 hours in water. The ureum which had 
permeated into the vacuole (it was possible to demonstrate this chemically 
in the cell) had evidently diffused out of the cell. 

Even therefore if one is forced, by the BARGER method, to use large 
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cells 1), it has been shown that with the aid of this method problems of 
general importance such as periodicity, permeability, and anatonosis may 


be studied. 


This investigation is carried out in the Laboratory for Plant Physiology 
of the University of Groningen. In this place I express my hearty thanks 
to Prof. Dr. W. H. Arisz for his help, interest and criticism. 


1) Another species of alga which is also quite suitable, is WValonia, which occurs, 


however, only in warm seas. 
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Bacteriology. — Terminology of Bacterial Variability. By J. J. VAN 
LOGHEM. (Communicated by Prof. W. A. SCHUFFNER.) 


(Communicated at the meeting of February 28, 1931.) 


I have repeatedly tried to call attention to the fact that the genetic way of 
considering the variations of bacteria is by no means convincing. I pointed 
out that inheritance of acquired functions, flexibility of the genotypical 
constitution, instability of the species, transgression of the limits of the 
species, and ‘““Dauermodifikation” are conceptions that are not accepted 
by the genetics of the higher organisms, and have nevertheless found a 
place in microbiology. 

In my own attempts at classifying the phenomena of the bacterial 
variability I have arrived at a physiological conception, which I think to 
be able to remove the difficulties attending the genetic way of 
consideration. 

If not the single bacterial cell, but the clone (i.e. the posterity of one 
single cell) is taken as the individual (individual line, individuality), the 
variations to be observed in the clone are immediately recognized as 
functional phenomena within the individual existence of the bacterium 1). 

A closer classification of the bacterial functions manifesting themselves 
as variations can then be made in conformance with the normal and 
pathological physiology of the higher organisms. 

Accordingly I have proposed to distinguish the bacterial variations as 
Adaptation (physiological reaction on the influence of the outerworld.) 
and Regression (pathological reaction). 

If this physiological view is adopted, it is necessary to revise the 
terminology of the bacterial variations. Varieties, mutations, types, atavists 
and other terms derived from genetics are not suitable to denote the 
conditions of adaptatively and regressively changed individuals. 

I, therefore, propose to call the adaptatively changed bacterium an 
adaptate, and, in accordance with the classification of the regressive 
changes, given by me before (mutilation, atrophy, and degeneration), to 
distinguish the regressively changed bacteria as mutilate, atropheont, and 
degenerant. 

I may be allowed to elucidate this terminology by a few examples. 


Adaptates. Adaptative changes refer to normal, i.e. temporary reactions 
of the healthy individual to influences from outside. Their duration is 


1) Zntrbl. f. Bakt. I. Orig. 1922, 88. 
KOCcH's Zeitschrift f. Infect. Krh. 1929, 110, 2. 
These Proceedings XXXI, 9, 1928. 
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sometimes limited to the time that the stimulus acts; (f.i. absence of 
production of pigment at a certain temperature or size of colony at a 
certain hydrogen-ion-concentration of the medium). 

Sometimes the adaptation is maintained for a considerable time. I mention 
as examples only the temporary loss of the faculty of forming pigment or 
enzyme, the temporary change of the shape of the colony, the temporary 
change of the antigenic structure. 

A coli-bacillus, which after having been cultivated in special surroundings 
produces no lactase for a time after having been brought back to its 
ordinary medium is neither mutant nor atavist, but an adaptate ; the same 
thing applies to a “rough” strain, which having originated from a “smooth” 
strain, would reassume the normal smooth character after some time. In 
some cases it may be difficult on account of the artificiality of all 
laboratory cultivation to decide which is the normal form and which the 
adaptate. The divergent appearances in which the atoxic dysentery 
bacillus is met with, are an example of this. 


The regressive changes are characterised by their durability. It is, there- 
fore, not possible to recognize a bacterial change as a regressive one at the 
first moment. As art example I may mention an anthrax strain developed 
by me out of one spore by microscopic way, which after having been 
cultivated for a considerable time in a glycerol medium, has become 
asporogenic. After more than a year the sporogenic property reasserted 
itself ; what seemed regression was adaptation in reality. Over against 
this, there are however undoubtedly regressive changes to be distinguished 
as mutilation, atrophy and degeneration. 


Mutilate1). Mutilates are clones (permanently) mutilated by abnormal 
stimuli from outside. The asporogenic descendants from sporogenic 
bacteria, the immobile descendants of mobile bacteria, the non-encapsulated 
descendants of encapsulated bacteria are characteristic instances. 


Atropheont. Atropheonts are regressively altered clones, in which one 
or more functions have been irretrievably lost. Examples are furnished by 
. bacteria, which have changed from virulent into non-virulent bacteria 
or have lost their power of liquefying gelatine. Also permanent defects 
of the antigenic structure may be considered as atrophic changes. 


Degenerant. By the term of degeneration, I have already before 
indicated the permanent change of the clone, which manifests itself as a 
phylogenetic retrogression (atavism). As examples I may mention the 
production of indol by old typhoid and paratyphoid cultures, the strep- 
tococcus character of old pneumococci, the spirillum form of old cholera 
vibrios. 


1) The term of mutilate was already used by Dr. DEN DOOREN DE JONG, cf. 
These Proceedings XXXIII, 1, 1930. 
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In conclusion a few words about the term of Typus. In genetics the 
term of typus is synonymous with biotypus, race, sub-species and ele- 
mentary species. Hence the term refers to the genotypical constitution. 
Genotypically similar individuals are combined within the conception of 
typus. Individuals of different typus have a different genotypical 
constitution. 

Also the bacteria species may be subdivided into smaller genotypical 
units1). There are solid grounds to assume that the typus humanus and 
the typus bovinus of Mycobacterium tuberculosis are equally far removed 
from each other as are Trypanosoma gambiense and Trypanosoma brucei. 
In this connection I may also mention once more the intra-specific differ- 
ences in antigenic structure 2), 

This does not mean to say that all the types adopted in bacteriology 
are distinguished as such for good reasons. As an example of a faulty 
terminology I mention SONNENSCHEIN’s Bacterium typhi haemolyticum, 
the description of which appeared under the title of ,,Experimentelle 
Ziichtung neuer Bakterientypen durch Bakteriophagen’’ 3). With Dr. 
VEDDER I have shown +) that the strong haemodigestive action of 
SONNENSCHEIN’s typhoid-strain rests on the presence of the bacteriophage ; 
as also the endo-haemolytic action of the cholera vibrio may be enhanced 
by the bacteriophage5). There is no question of ,,Umwandlung”, i.e. of 
genotypical change. 

Also the mutually differing representatives of the atoxic dysentery 
bacillus are probably erroneously indicated as ,,typus’’, since it is possible 
to change bacilli of one type into those of another type by cultivation. In 
such cases one has not to do with real types, but with adaptates. 

It may be derived from GRIFFITH’s and NEUFELD'’s latest investigations, 
that the so-called types of pneumococcus are likewise erroneously 
distinguished as such. Another interesting question is whether the differen- 
ces in antigenic structure in meningococcus and paratyphus-B-bacillus also 
rest on adaptation. 


Summary. 

In the above discussion a number of terms are proposed in behalf of the 
physiological conception (individuality theory) of bacterial variability 
given before by the author. 


Laboratory of Hygiene. University of Amsterdam. 
February 1931. 


1) Bacterieele Typen en Pseudotypen. Ned. Tft. v. Geneesk. 1930, 74. (4402—4407). 
2) Antigene Structuur en Specifiteit. (These Proc. XXXI, 9). 

3) C. SONNENSCHEIN, Zentrbl. f. Bakt. 1929, I. Orig., 111, p. 177. 

4) Zentrbl. f. Bakt. 1930, I. Orig., 116, p. 185. 

5) Zentrbl. f. Bakt. 1926, I. Orig. 100. 


